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Résune

On présente brievement quelques méthodes numériques usuelles et
élémentairesa I'usage des étudiantsen fin de premierscycles scientifiques
universitairesou de ceuxdéhutantun seconccycle.

Les mathematicienset autresscientifiquesse sont toujoursintéresgs a la
résolutionnumériquedesproblemesqu’ils rencontrent)’analyse mattematique
classiguene pouvant résoudretous les problemesqui se posent(par exemple
enintégration gquationglifférentiellesjnterpolation résolutiond’@quationsion
linéaires...). L'intérétdesscientifiquegpourlesméthodest 'analysenunmérique
en géréral, n’a donc ces& d’augmenter Deux notions s’averentalors impor-
tantes.

-I'erreur numérique
-la notionde stabilité.

Abordeesde manirerapidedanscetouvrage nousrenvoyonsle lecteurades
ouvragesspeciali®s[?, ?] pourapprofondircesnotionsutiles pour la validation
desméthodeswunériques.

Les theoemeset propositionsénon@&s ne serontpasdemontés, la plupart
sont,ou peuwentétrefacilementtraitésenexercicesn’exigeantpasd’arguments
mathematiquegprofonds.

Nouscompktonsun certainnombrede chapitrespar despetits programmes
d’applicationsen Java ou I'on a privil égié unelecturefacile pour desdéhutants
dans ce langageet la programmationobjet plutdt que des développements
exhaustifs et gérériques nécessitantsouent des constructionsélabogées qui
dépassente cadredesobjectifs définis pour ce manuel.Le choix de Java pour
implémenterdesméthodesnumériquesest discutableen raisondesfaiblesper
formancesde calcul desplate-formesde développementctuellesen Java mais
qui s’anmeéliorent réegulierementde manere importante.Notre souci premierest
avanttout pédagogiquest Java estun langageorien€ objet propreet qui seveut
simple.Saportabilite intégrantdespossibiliesgraphiquesntéressanteseponda
nospréeoccupationpédagogiquestderentabilisatiordel’'in vestissemerdansun
nouweaulangagedansunedisciplineinformatiqueenéwlution permanente.
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Chapitre 1

Intr oduction a Java

L'objectif decechapitren’estpasdefaireuneprésentatiorexhaustve de Java,
maisd’endonneiresnotionsessentielleaulecteurquin’y estpascoutumierpour
gu'il ensaisissd’esprit et puissecomprendrdes développementsi’applications
de méthodesnunériquesqui serontfaitesdansles chapitressuivants.Le lecteur
désirantdesrenseignementplus completssur ce langagepourraconsultey par
exemple[?, 7].

Noussupposongyarailleurs,quele lecteurauneconnaissancpréalabled’'un
langagede programmatioréwlué - C par exemple- mais pasnécessairement
en programmatiorobjet. On peutconsicererque c’est le casde la majorite des
étudiantsnpremiercycle scientifique.

1.1 Préesentationde Java

1.1.1 Objectifs

Le langageJava a éte developpe afin de pouwir gérérerdesapplicationsqui
soientindépendantesles machineset de leur sysemed’exploitation. Une des
autrescaracéristiquesdu langageestde pouwir écrire desapplicationsstructu-
rellementdistribuéessur desréseauxll appartientpar ailleurs, a la famille des
langage®bjetspursou rien ne peutexisterendehorsdesclasses.

1.1.2 Historique

Au delut desanrees1990, une équipede développeursde la societe SUN
Microsystemdravaille surl'impl @mentatiordu langageOAK pourl'int égreren
domotique hotammenpourle développemente la télévisioninteractie. Il fal-
lait queles codesdesapplicationsdansce langagesoit peuvolumineux,efficaces
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etindépendantsle'architecture A cetteépoquela téléevisioninteractve n'a pas
connuel’essor escompé alors que le développemend’Internet et du Web fai-
saitapparétre desbesoinsurgentsde mémenature.En 1995,0AK devient Java
et se trouve populari€ rapidementpour sespossibilies de developpementiés
auWeh Lesanréesqui suiventfont connatre a Java une popularié entantque
langagegéréralistequi dépassdes prévisionsde SUN. Les grandsindustriels
du déweloppement’adopterapidemenenl’espacede quelquesanrées.Pourles
anreesavenir, lesindustrielsprojettentia creationde pucestlectroniquesiédiees
aJava...unjusteretourverslespréoccupationsiitialesdesconcepteursriginaux
de OAK/Java.

CertesJava estun langagepropriétaire,maisde licenceouwerte,ce qui lui a
permisde sefaire adopterpartousles professionnelsiu développemengvecun
engouemensansprécedentparrapportauxautredangageplusanciens.

1.1.3 Unemachinevirtuelle

Le langageJava estun langagecompile et interpéete. Cettedéfinition contra-
dictoires’explique parle fait quele codesourceesttransforné dansun byte-code
universelexécutablepar unemachinevirtuelle. Cettemachinevirtuelle peutétre
installee a partir d’'une distribution du langagecommele Jara DevelopmentKit
(JDK) de SUN. Elle peutétreégalemenintégeesousuneforme compackedans
un navigateurafin qu'il puisseexécuterdesappletsiava.

Cescaraceristiquesconferentau langagedes proprietes de portabilite sans
précdentsmaisontaussiuncolt correspondardaufonctionnementlela machine
virtuelle qui réduitlesperformances’exécutiondu programmeAfin derésoudre
ce probleme,un effort importantestconsentipour développerdescompilateurs
a la volée en codemachinequi fonctionnentlors de I'exécutiondu programme
(compilateursdentifiessousla denominatiorde JIT - Justin Time).

1.1.4 Caractéristiques

Le langagelava pos®deune syntae inspireedu C++. Il seveutplus propre
entermededéweloppemenbbjet,nepermettanpasdeconstructiorendehorsdes
classesll seveutaussiplus simpleenaffranchissante programmeudetoutela
gestiondynamiquedesobjetsconstruits graceau fonctionnement’un ramasse-
miettes(GarbageCollector)dontla fonctionestd’identifier et d’éliminertousles
objetsqui nesontplusréféerenés.

Java proposeadesexécutionsparalklesde programmegracea uneutilisation
qui seveut plus facile desthreads(ou processus$égers)par rapportau langage
C. Il posedeégalementlesaspectdiésa la distribution gracea sespossibilites
d’intégrationdansdesdocumentdVeb distribuésparlesapplets maiségalement
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avec la bibliothequeRMI (RemoteMethodsInvocation)qui proposede la pro-
grammationd’objetsrépartis.L’ @wlution de cettebibliothequela fait corverger
progressiementvers CORBA, le standarddansle domainedesobjetsrépartis.
Les bibliothequesCORBA sont aujourd’huiintégéesdansles distributions du
JDK 1.2 ou superieuresie SUN.

Dans cet ouvrageou Java sert de langageélementaired’implémentation
de méthodesnumériques,les threadset la programmationen objets distribués
ne seront pas utilisés. Le paralklisme et la programmationdistribuée sont
indéniablementdes apportsrécentset majeursen calcul scientifiqueet feront
certainement’objet d’ouvragesspecifiguescompEmentairesa celui que nous
présentonsci.

1.2 Typesprimitifs et structur esde controle

1.2.1 Typesprimitifs

Comme tout langagede programmationéwlué, Java posde un certain
nombredetypesdedonreesde base:
— letypeboolean quiprendunedes2 valeurstrue oufalse surloctet;
— letypechar quicorrespondun caracéresur2 octets
— lestypesbyte, short, int etlong quisont4typesd’entiersstoclkes
respectrementsurl, 2, 4 et 8 octets
— lestypesfloat etdouble quisont2 typesde flottantsstockéesrespecti-
vementsur4 et 8 octets.
Lesdéclarationgletellesvariablegpeuventsefaire n’importe ou dansle code
maisavantleur utilisation,commeen C++.
On utilise les opérateurausuelssurles variablesde cestypesavecla syntaxe
duC.

1.2.2 Structuresde controle

Cesontessentiellemenes mémesconstructiongju’enC, a saoir

— L’affectationqui sefait parl’'opérateur= et qui consistearecopiera valeur
dela variableprimaireadroitedu symboledansla variablesituéea gauche.

— Lesstructuresonditionnelles

—if  (cond) instructionl ; [else instruction2 )]
— switch  (selecteur) {
case cl : instructionsl ;

case cn : instructionsN ;
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default . instructionsNP ;
}

— Lesstructuresépétitivesou boucles.

— for (initialisation ; condition ; instructionDe-
Suite)

— while  (condition) instruction ;

— do instruction ; while (condition)

1.3 Classest objetsenJava

1.3.1 Deéfinition d’'une classe

Une classepermetde définir un type d’objets associantlesdonréeset des
opérationssur celles-ciappeéesméthodesLesdonréeset les méthodesontap-
pelescomposantsie la classe L’exemplede basedécrit dansun paragrapheui-
vantpermettrade définir uneclasseVecteur rep€sentantesvecteursausens
mathematiqueA chaquevecteuy serontrattacles:

— unestructurededonrées- untableau pourle stockagale sescoeficients;

— destraitementcommelessuivants,

— sonadditionavecun autrevecteuy
— sonproduitscalaireavecun autrevecteur

— etaussisonprocack decréation.

1.3.2 Déclaration, création et destruction d’objets

Pour manipulerun objet (par exemple,un vecteurparticulier de la classe
Vecteur ), on doit tout d’aborddéclareruneréferencesur la classecorrespon-
dantautyped’objet. Cetteopérationpermetde réserer enmémoireuneadresse
qui réferencerd’objet. Par exemple,pour déclarerun objetx detype Vecteur
onécrira:

Vecteur X;

Pour que cet objet soit réellementconstruit, c’est a dire que la référence
désigneun emplacemena partirduguelon pourraac@derauxcaracéristiquesde
I'objet, ondevraappeled’opérationnew qui allouecetemplacemengnmémoire
etle rervoie alaréferencedel’objet. Ondisposealorsd’unenouwelle instancede
I'objet. Par exemple,pourla constructioreffective de notrevecteurx, on ecrira:

X = new Vecteur();
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Cette instruction fait appela un procede de constructiond’objets, appeé
constructeuy qui estdéfini par défaut, mais qui peutaussiétre redefini comme
opérationdansla classeVecteur . Si cetteinstructionde constructiom’estpas
effectuee,la réferenceassoceea x estinitialiséepardéfauta NULL, qui estune
adressdictive ne pointantversaucunemplacementmémoireréel.

Par ailleurs,si'on abesoinderéférencet’objet courantdansla définition de
la classecetteréferencesefait parle motrésere this  qui vautdoncl'adresse
del'objet courantdansuneinstancedela classe.

La destructiondesobjetsestpris enchage parle Garbage Collector, appeé
encoreramasse-miettedanssa dénominationfranci€e. Cet outil logiciel fonc-
tionneenmémetempsquele programmeil rechercheidentifieet supprimedela
mémoirelesobjetsqui nesontplusréferenables.

On peut toutefois ajouter a chaqueclasseun service finalize() , qui
seraappeé au momentde la destructionde I'objet, s’il estutile d’effectuerdes
opérationsspécifiqguesa cetinstant.

Commenousl’avons indiqgué préecedemmentje nom d’'un objet permetde
définir uneréference c’esta dire une adressell estalorspossiblede faire une
affectationentredeuxobjetsde mémenature.Une telle opérationva doncreco-
pier 'adressede I'objet affect. Ainsi une affectationestnotablementlifférente
lorsqu’ellesefait entredesvariablesdetype simple(int, char double,...) ouentre
desobijets.

Le passagele paranetresdansles fonctionssefait parvaleur commeenC.
Ainsi, soitle paranetreestdetype simplealorsonrecopiesavaleurdansceluide
la fonction appeée, soit c’estun objet, on recopiealorsl'adresseréferen&e par
I'objet (qui estbiensavaleur)dansceluidela fonctionappeée.

1.3.3 Tableaux

Un tableauva permettrede stocker un certainnombred’élémentsde méme
type dansune structurede donreesqui disposed’un index poury accé&der Un
tableavenJava estun objeta partentiere.

Par exemple,un tableaumonodimensionnedeflottantsdetypedouble sera
déclaeé dela maneresuivante:

double monTableaul];
ouencore
doublel] monTableau;

Commenousl’avonsexpliqué précedemmentcettedéeclarationa permisd’af-
fecteruneréferenceau nom du tableauuneréférence(c’est a dire une adresse,
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initialisée par déefaut a NULL). Pour construireeffectivementle tableau,c’esta
dire disposerde plusieursemplacementmémoire,par exemple 10, qui lui sont
propresoninvoquel’'opérationde constructiord’objetssuivante:

monTableau = new double[10];
Cesdeuxinstructionsde constructionpeuents’écrireenuneseulefois :
double[] monTableau = new double[10];

Il estégalemenpossibled’initialiser la constructionen affectantun tableau
constantela maniresuivante:

doublel] montableau = {0.0, 1.1, 3.5}

Lestableauxentantqu’objetsproposenun certainnombred’opérationsno-
tammenils posedentunedonreeproprelength  quirervoielataille dutableau.

Par exemple, les instructionssuivantespermettentd’afficher le contenudu
tableau précedent, en utilisant la méthodé d’affichage standardsur I’ écran
System.out.print 2

for (int i=0; i<montableau.length; i++)
System.out.print(montableau[ i+ ")

L'exempleprécdentnousapprendpar ailleursque,commeen C, le premier
indiced’un tableauestO.

On dispose aussi de mécanismesde vérification de dépassementde
bornes des tableaux que I'on peut interroger par l'intermédiaire des tech-
niquesd’exceptiong que I'on décrira ap®s. L'exception conceri@ée se nomme
ArraylndexOutOfBoundsException

1.3.4 Construction dela classevecteur

Nousallonscontruiremaintenanune classeVecteur permettantde mani-
pulerdesvecteursau sensmattematique C’estuneclassetlementairallegeede
certainsconceptde programmatiorobjet qui serontprésenéset introduits pro-
gressvementdansla suitede cetouvrage.

Danscetteclassepn utilise unestructurede donrées,appeéecomposant |,
correspondard untableauou serontstockeslescoeficientsdu vecteur

On définit deux constructeus qui sont des méthodesportantle nom de la
classeet qui nerenvoie pasderésultat

lyoir 1.3.1
2voir 1.7 pourunedescriptiongéréraledesméthodes!’entrées/sorties
3voir 1.6
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— Le premierconstructeuconstruitun vecteurdontle nombredecomposants

estdonre enparangtre.

— Le secondconstructeurconstruitun vecteuren recopiantun tableaupas#

enparanetre.

Par I'intermédiairede cesdeuxconstructeus, il estainsi possiblede définir
desméthodesde mémenom, a conditionqu’ellesdifferentau niveaudu type ou
du nombrede parangtresou deleur résultatrervoyé. On parlealorsde surcharge
deméthodes.

On définit differentesnéthodes

— elt rervoyantla valeurde sacomposanteontl'indice estdonré en pa-

rametre;

— toElt permettantde modifier la composanteontlindice et la nouwelle

valeursontpas&senparangtres

— dim rernvoyantla taille duvecteur,

— afficher  affichantlesvaleursde sescomposantes

— add rernvoyantunvecteurgqui estla sommedu vecteurcourantavecle vec-

teurpas€ enparangtre;

— prodScalaire renvoyantle produit scalairedu vecteurcourantavecle

vecteurpas® enparanetre.

Cet exemplepermetd'illustrer la fagon dont on ace&de aux composantsle
I'objet courant,en invoquantsimplementeur nom, maisaussila fagon donton
ac@deaux composantsl’un objet extérieur eninvoquantle nom de la compo-
santeprec@deed’un pointetdu nomdel’objet enquestion.

L’ écrituredela classevVecteur estla suivante,

class Vecteur {
double[] composant;

/I constructeurs
Vecteur(int dim) { composant = new double[dim]; }

Vecteur(double tableaul]) { composant = tableau; }

/I acces a la composante i

double elt(int i) { return composant[i]; }
/I modification de la composante i
void toElt(int i, double x) { composant]i] =x; }

/I renvoie sa tailla
int dim() { return composantlengt h; }
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/I affiche ses composantes
void afficher() {
for (int i=0; i<dim(); i++)

System.out.pri

12

nt( el t( i) +" ");

System.out.pri ntin ("™ );
}
/I renvoie sa somme avec le vecteur en parametre
Vecteur add(Vecteur Xx) {
Vecteur w = new Vecteur(dim());
for (int i=0; i<dim(); i++)
w.toElt(i, elt(i) + x.elt(i));
return  w;
}
/I renvoie son produit scalaire avec le vecteur en parametre
double prodScalaire(Vec teur x) {
double p = 0;
for (int i=0; i<dim(); i++)
p += elt(i)*x.elt(i );
return  p;
}

Nous donnonsdansle listing suvant un exemple de classequi va conte-
nir un programme principal, c’esta-dire une méthode de type public

static void main(String argsl])

ad’éventuelsargumentd’appel.

class TestVecteur {

public  static  void main(String
double [t1 = {1.0, 2.0,
double [t2 = {65, 7.5,
Vecteur x1 = new Vecteur(3);
for (int i=0; i<x1.dim();
x1.toElt(i, t1[i]);

System.out.pri
x1.afficher();

Vecteur x2 =
System.out.pri
x2.afficher();

new Vecteur(t2);
nt In( "d euxi eme vecteur :");

3.0}
9.5};

. Le paranetreargs correspond
argsll)  {
i++)

ntIn( "pre mier vecteur :");
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Vecteur x3 = xl.add(x2),
System.out.pri nt In( "l eur somme vaut :");
x3.afficher();

double produit=x1.pro dScala ire (x 2);
System.out.pri ntIn( "I eur produit scalaire vaut : "+ produit);

Les commandesa utiliser pour compiler et exécuterle programmeseront
décritesau paragraphel.4.2. Le programmegérere alors I'affichagesuivant a
I'exécution:

premier  vecteur

1.0 2.0 3.0

deuxieme vecteur

55 75 95

leur somme vaut

6.5 95 125

leur produit  scalaire vaut : 49.0

1.3.5 Composantsdetype static

Il estpossiblede définir descomposants donréesou méthodesgui ne sont
pasrattactes de manire proprea chaqueobjet instance, c’esta-dire a chaque
instancadela classemaisqui sontcommunsatoutesPourcelail sufiit dedéclarer
le composantvecle qualificatif static

Par exemple,on peutajoutera la classevecteurune donree entiere qui va
compterde nombred’objetsdela classequi ont éte instancées.On peutégalement
remplaceta méthodeadd paruneméthodequi eststatic  etqui prend2 objets
Vecteur enparangtres: onredonneal écrituredecettefonctionuneapparence
de symétrie sur sesargumentscorrespondand la propriete de communtatiité
del'addition. Ci-dessousiousavonspartiellementéécritla classevVecteur en
prenantencomptecesmodifications.

class Vecteur {
double(] composant;
static int nb =0;

/I constructeurs

4voir 1.3.1
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Vecteur(int dim) {

composant = new double[dim];

nb++; System.out.prin tt n("creati on de I'objet "+nb);
}
Vecteur(double tableaul]) {

composant = tableau;

nb++; System.out.prin tl n("creati on de I'objet "+nb);
}

/I renvoie sa somme avec le vecteur en parametre
static Vecteur add(Vecteur x, Vecteur vy) {
vecteur w = new vecteur(x.dim()) ;

for (int i=0; i<x.dim();  i++)
W.toEI(i, x.elt(i) + y.elt(i);
return W,

}

Pourac&derala nouwelleméthodeadd , on procéderadela maneresuivante:
double]] t1 = {1.0, 3.2, 5.3}
double[[ t2 = {3.0, 4.1, 6.3}

Vecteur x1 = new Vecteur(tl);
Vecteur x2 new Vecteur(t2);
Vecteur x3 Vecteur.add(x1, X2);

1.3.6 Composantsdetype public etdetype private

Une notion fondamentalen programmatiorobjet consistea separerdansla
descriptioroul'impl Ementatioresobjets lespartiesvisiblesdel’extérieuretque
I'on appelleinterfacede cellesqui n’ont pasbesoind’étre connuesa I'extérieur
del'objet.

Les composantsle la premere partie porterontalorsle qualificatif public
et ceux de la secondde qualificatif private . Dansnotre exemplede classe
vecteur nousavonsdéfini les opérationsd’aceesenlecture(fonctionelt ) eten
écriture(fonctiontoElt ) dansunobjet,sibiengu’il n’estjamaisutile d'accader
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autableaucomposant interneala classe Ainsi nousdéclarerongpublic les
deuxfonctionselt ettoElt maisprivate le tableaucomposant .

L'intéretdeseparemainsilespartiespubliquesdespartiesprivéesestdegaran-
tir uneéwolutivité possibledesclassessansavoir a modifierles programmesjui
les utilisent, a partir du momentou I'on consere leur interfacepublique.Ainsi
la classevecteur pourrautiliser destypesde structuresde donreesautresque
destableauxpour stocler sescomposantesOn pourrapar exemple,utiliser un
stockagedirectesur fichier (pour desvecteursde dimensionimportante)ou en-
core un stockagespécifiquepour desstructurescreusegen ne stockantque les
coeficientsnonnulsetleur position).ll sufiira alorsderecefinir correctemenles
deuxfonctionsd’acasenlecture(elt ) etenécriture(toElt ) enrespectanteur
moded’appel. Tousles programmeaitilisant desclassewecteuran’aurontalors
paslieu desubirla moindremodificationpourpouwoir utiliser cesnouveauxtypes
devecteurs.

La classevecteurpourraalorsétre partiellementéécrite avec despartiespu-
bliqueset privees,commeci-dessous

class Vecteur {
private  double[] composant;
static int nb =0;

/I acces a la composante i

public  double elt(int i) { return composant]i]; }
/I modification de la composante i
public  void toElt(int i, double x) { composant]i] =x; }

L'utilisation de ces fonctions n'est pas affectte par ces déclarations
suppEmentairesonintroduitsimplementeslimitationsauxcomposantsomme
décrit preceédemment.

Il estanoterqu’enn’indiquantni public  ni private , lescomposantsont
consiceres commeétantdéfinis public  par défaut, saufsi 'on setrouve dans
un autrepadage que celui de la classeconsicrée - nousreviendronssur cette
nuancedansle paragraphéd.4.3.

1.3.7 Chainesde caracteres

Les chdnes de caracéresen Jasa sont des objets, instancesde la classe
précefinie String , et elles réferencentdes chdnes constantesOn pourrales
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déclarercommedansl’exemplesuivant:
String chl = new String("bonjour");
ou encore sousuneforme condengequi estspacifiqueautype String
String  chl = "bonjour";

La chdne"bonjour"  estici constanteanaischl peutétreréafectee pour
référencemuneautrechdne constantecommedansl’exemplesuivant:

String  ch2 = "au revoir";
chl = chz;

L’ensembledesméthodedde la classeString peutétre obtenuen consultant
la documentatiomle’API (ApplicationProgrammingnterface)assodéeauJDK
utilisé. Cettedocumentationau formatHTML, seréwele insdispensabléansla
pratique,pour pouwir ac@deraux descriptionsdesinterfacesdesnombreuses
classepropo€esdansJava. Toutefoisnousallons examinerquelguesunesdes
méthodedesplusutilesrelativesa la classeString:

— La méthodestatic String  valueOf(int i) rernvoie unechdne

contenanta valeurdei . Cettefonctionexisteaussipourdesparanetresde
tousles typesprimaires.Notonsque c’est une méthodestatiquequi s’ap-

pelle, par exemple,de la manere suivante: String.valueOf(12) et
qui retourneci la chdne“12”.

— La méthodeboolean equals(String s) comparde contenude la
chdanecouranteavecla chdanes.

— La méthodeString  concat(String s) rervoiela concaénationde

la chdne courante(celle qui va préfixéela fonction concat ) etdes.
fautnotertoutefoisqueles concaénationsde chdnespeuwentsefaire sim-
plementavecl’'opérateurt, commeon peutle remarquedanslesappelsde
la fonctiond’affichagedanscertainsdesexemplesqui precedent.
— Laméthodeint length()  renvoielalongueurdela chdnecourante.
— La méthodeint  indexOf(int c) rervoie la positionde la premere
occurencedu charackrede codeASCII c. Elle rervoie -1 si ce carackre
n'appardt pas.
— Laméthodechar charAt(int i) rervoiele carackéreala positioni .
Nous avons vu que les objets String  réferencentdes chdnes constantes.
On peut, enfait, travailler avec deschdanesmodifiables,en utilisant desobjets
de la classeprédcefinie StringBuffer donton va décrire,sommairementes
méthodesessentiellesla encore pour plus d’informations,on consulterda do-
cumentatiorenligne del’'API.
Lesdifféerentsconstructeursle la classeStringBuffer sont:
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— StringBuffer() permettantecréerunechdnevide;

— StringBuffer(int dim) permettantecréerunechdanedelongueur
dim ;

— StringBuffer(String s) permettande créerunechdne contenant
S.

Lesprincipalesméthodeglela classeStringBuffer sont:
—int length()  rervoyantlalongueurdela chdne;

— StringBuffer append (String s) ajoutants alafin delachdne
courante
— String  toString() renvoyant dansune chdne constantela chane

modifiablecourante.

1.4 Organisation des fichiers sources d'un pro-
gramme Java

1.4.1 Structur e desfichiers sources

Un programmeJava corresponda une collection de classesdans un ou
plusieursfichiers sourcesdont I'extensionest "java" . L'un de ces fichiers
doit contenirune classequi implémentela méthodepublic ~ static  void
main(String args[]) , commecelaestfait dansl'exemple précddentde
constructiordela classevecteuret de sonprogrammaeletest.

1.4.2 Commandesde compilation et de lancementd’'un pro-
gramme

Pourcompileretexécutedesprogrammegavaon utilise lesoutilsfournisavec
le JDK. On commencepar lancerla compilationdesfichiersavecla commande
javac . Parexemplepourlesdeuxfichiersrelatifsanotreclassevecteuretason
programmedetest,on écrira:

javac Vecteur.java
javac TestVecteur.java

Deux fichiers : Vecteur.class et TestVecteur.class ont éte
géréréeset corresponderdiux nomsde toutesles classesiéfiniesdanslesfichiers
sourcesCesontdesfichiersenbyte-codeportablessurtoutemachinedevantétre
traitespar la machinevirtuelle java lancee parla commandgava . On exécute
doncle programmeprincipal,qui estdansla classeTestVecteur , entapanta
commande
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java TestVecteur

1.4.3 Packages

Un packagepermet de regrouper un ensemblede classes.L'instruction
package nomPack en dékut de fichier indique que les classesqui y sont
définiesappartiennentiu packagenommé nomPack. Pourac@deraux classes
de ce packagelorsquel’on estdansuneclassequi n’y appartienfpas,on utilise
la denominatiomomPack.className , ou className désignde nomdela
classe.

Les désignationgle packagesuivent un sckemade constructionarborescent
du type : name.subname.subsubname . Il existe un lien entreles nomsde
packageet lesrépertoiresou setrouventles classesy appartenant Par exemple,
uneclassewatch appartenanaupackageime.clock doit setrouver dansle
fichiertime/clock/watch.class

Lesrépertoireu Java effectuesarecherchale packagesontdéfinisdansla
variabled’environnement CLASSPATH

L'instructionimport  packageName permetd’utiliser desclasseslu pa-
ckagedéfini, sansavoir besoinde les préfixer parleur nomde packageOn peut
importertoutesles classes’un packagesn utilisantun import du type import
packageName.* ;, mais,ATTENTION , 'import d’'un niveaude packagene
permetpasd’importer les packagegjui sonten-dessoudansl’arborescenceles
répertoires.

Voici un exempled'illustration qui montreune organisationde classegava,
dansdifferentsrépertoiresetleur utilisation.

La variable d’environnement CLASSPATH doit étre dans le fichier
.profile oudans.bashrc , parexemple,sousUnix, dela maneresuivante:

CLASSPATH= “/myJavaClass

Voici maintenantlesextraits de differentsfichiersrangesdanslesrépertoires
indiqués:
— lefichier /myJaraClass/bibMat/cal®cteur/\écteufjavacorrespond
package bibMat.calVecteur;
public class Vecteur { .. }

— lefichier /myJavaClass/bibMat/calMatrice/Matriceyjacorrespona
package bibMat.calMatrice;
public class Matrice { .. }

— lefichier /myJaraClass/calUtil/€stBibMat.jaacorrespond
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package calUtil,
import  bibMat.calMatrice.*;
public class TestBibMat {
public  static void main (String argsl]) {
bibMat.calVecteur.Vecteur X =
new bibMat.calVecteur.Vecteur(3) ;
Matrice M = new Matrice(3, 3);

1.4.4 Visibilit € descomposantsdanslespackages

Onavu precedemmentuel’accessibilie descomposants’une classesefait
grace aux qualificatifs private  ou public . En fait, elle estégalementiée
auxlocalisationgdansles packagesAinsi, lorsqu’uncomposanhe précisepassa
nature(private  ou public ) alorsil est,pardéfaut,public danslesclasses
du packagdoudurépertoire)auquelil appartienetprivate  endehors.

Nousillustronscesproposavecl’exemplesuiant:

— PackageP1:
class C1 {
public int xa;
int  Xc;
private int  xd;
}
class C2{ .. }
— PackageP2:
class C3{ .. }

Danscetexemple la classeC2 peutac@deraxa etxc . ParcontreC3 nepeut
ace@dergu’axa uniguement.

1.4.5 packagesprédéfinisenJava

Le langagelava pos&deun grandnombrede packageprédefinis regroupes
parthemesCespackage®tlesclassegu’ils contiennensontdécritsdemanere
exhaustve dansunedocumentatiorfournie par Sunetqui reprend’ensembledes
interfaces CettedocumentatiomstappeeeAPI (ApplicationProgrammingnter-
face)et estdistribuéesousunformatHTML, permettanainsiunenavigationhy-
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pertete particulierementidapéeauxrecherches’informationsnécessairepour
le développementle programmesOny trouve principalement

— java.lang  quicorresponduxclassesiebase(chdnes,math,...),

— java.util qui corresponaiuxstructuresie donrees(vector piles,files,

o),

— java.io  quicorresponduxentiees/sorties,

— java.awt  qui correspondugraphismeetfenétrage,

— java.net  qui corresponciuxcommunicationgnternet,

— java.applet qui corresponauxinsertionsdansdesdocument$iTML.

1.5 Heritage

1.5.1 Construire uneclassedérivee

La notion d’héritageestimportanteen programmatiorobjet. Elle permetde
définir uneclassedérivéea partir d’'une autreclassedonton dit qu’elle hérite. La
classedérivee posedealors,par défaut, 'ensembledescomposantsle la classe
dontelle hérite- onl'appelleclassemere- saufsi desrestrictionsont été posgssur
cescomposantd.’héritageestdoncun concepessentietenfor@antlesproprietes
deréutilisabilitt desprogramme®bjets.

L'utilisation répetee de I'héritage sur des classessuccessies conduit a la
constructiond’'une hiérarchieentreelles,quel’on peutschematiserparun arbre
d’héritage.La figure 1.1 présenteun exempled’arbred’héritageconstruitsurdes
classepermettantereptesentedesfiguresgéonetriques.

Figure
Polygone Cercle
Triangle Rectangle

FIG. 1.1: Arbre d’héritagede classesl’objetsgeonetriques

La constructioreffective desdifféerentexlasseslela figure 1.1 estfaite dans
I'exemplecompletdu paragraphd.5.5.

Pourdéfinir uneclasseCIB qui dérivedela classeCIA, onferaunedéclaration
dutype:
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class CIB extends CIA { ... }

Un objetdela classeClIB estalorsaussiun objetdela classeClA, il peutétre
utilisé partoutou un objetdela classeClA estattendu.

On peut testerl'appartenanced’'un objet a une classegrace a 'opérateur
instanceof , commedansl’exemplequi suit:

CIB x;
if ( x instanceof CIA)
System.out.println(*“voici un objet CIA I");

L'exécution des lignes précdentesprovoque l'affichage de “voici  un
objet CIA!".

1.5.2 Constructeur d’'une classedérivée

Sil'on définit unconstructeud’une classedérivée,celui-cidoit explicitement
faireappela un constructeudela classemere,auquelon ac@deavecla méthode
préecefiniesuper( ... ). Sicetappelexplicite n’est pasfait, I'exécutiondu
programmeprovoqueraun appelimplicite du constructeupardéfaut,c’estadire
sansparanetre,dela classemere; il fautdoncimpératvementquecelui-ciexiste
sinonuneerreurde compilationseradiagnostiq@e.Ainsi, siI'on a défini unou
desconstructeurslansla classemere, une de sesversionsdevra étre sanspa-
rametre.

L'appel explicite du constructeurde la classemere se fait par la méthode
précefinie super( ... ), cetappelestobligatoirementia premereinstruc-
tion du constructeurOn ne peutdonctransmettreque desvaleursde parangetres
du constructeucourantiorsdel’appeldesuper( ... ).

Onretroue detellesconstructionglansl’exempledu paragraphd..5.50u la
classeFigure pos®deun composantletype Point correspondana sonori-
gineetpouvantétreinitialisé parle paranetrex duconstructeuFigure(Point
p) . On définit la classeCercle dérivantde Figure , dontle constructeuest
défini par:

Cercle (Point centre, double )
{ super(centre); e}

1.5.3 Accessibilite : public, protectedet private

On a vu préccdemmentque les composantsd’'une classepouwaient étre
éventuellementualifiesdestermespublic  ou private . Il existe,enfait, un
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troisiemequalificatif protected  qui indique que ce composanestaccessible
uniguementanslesclasseslériveesetlesclasseslu mémepackage.
Par exemple,soitla classeCIA définiedela maneresuivante:

package aa;
public class CIA {
protected int JJ;

}

etla classeCIB définieainsi:

package bb;
import aa.*;
class CIB extends CIA {

void PP() {
JJ++; /| autoris €
CIB b;
b.JJ++ /I autoris @&
CIA a;

a.JJ++ /I interdit

1.5.4 Meéthodesvirtuelles et classesabstraites

Uneclassgeutannonceuneméthodesanda définir, ondit alorsquela classe
estabstraiteElle doit étreintroduiteavecle mot clé abstract

Parexemple,on peutdéfinir la classeabstraiteCIA suivanteetuneclasseClB
qui endérive.

abstract class CIA {
abstract  void fctP()

void fctQ() { .. }

}

class CIB extends CIA {
void fctP() { ... }

}

Enraisondesadéfinitionincompkte,il estimpossibled’instancieruneclasse
abstraitegui nesertqu’ala constructiordeclasseslérivees Cesderneresdevront
recéfinir touteslesméthodesabstraitespournepasl’ étreelles-némeset pouvoir
ainsiétreinstancees.
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1.5.5 Un exemple: quelquesobjets geomeétriques

Nousdonnonsun exempled’implémentatiordesdifférentesclassegécrites
surlafigurel.1.Nouscommenonspardéfinir uneclassePoint quiserviradans
lesautresclasses

class Point {
double abscisse;
double ordonnee;
Point(double X, double vy)
{abscisse=x; ordonnee=y;}
Point(Point p)
{abscisse=p.ab  sciss e; ordonnee=p.ord onnee;}
static double distance(Point p, Point q) {
double dx=p.abscisse- (. absciss e;
double dy=p.ordonnee- Q. or donnee;
return  Math.sqrt(dx*d x+dy*dy);

}
}

Nous définissonsensuiteune classeabstraitepour définir le type Figure
constitle dedeuxméthodesabstraitesl’affichageet de calculde périmetre:

abstract class Figure {
private  static final Point zero=new Point(0,0);
Point  origine;
Figure(){origi ne=zero ;}
Figure(Point p){origine=new Point(p);}
abstract  double perimetre();
abstract  void affiche();

}

La classeCercle qui suit dérive dela classeFigure enimplémentanses
deuxméthodesabstraiteperimetre  etaffiche

class Cercle extends Figure {
private  static final  double pi=3.141592;
double rayon;
Cercle(Point centre, double )
{super(centre) ; rayon=r;}
double perimetre()
{return 2*pi*rayon;}
void affiche() {
System.out.pri ntIn( "Cercl e");
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System.out.pri ntin( "rayon : " + rayon +" et centre "
"(" + origine.abscisse +
"" + origine.ordonnee + " ")

}

}

La classePolygone dérive dela classeFigure . Elle secaracériseparun
tableaude Point

class Polygone extends Figure {
Point sommet[]= new Point[100];
int nbs;
Polygone(){nbs  =0;}
Polygone(Point [] m, int n) {
super(m[0]);
nbs=n;
for (int i=0; i<n; i++)
sommet[i]=m([i] ;
}
double Icote(int i {
if  (i<nbs)
return  Point.distance (s ommet[i -1], sommet[i]);
else
return  Point.distance (s ommet[i -1], sommet[0]);
}
double perimetre() {
double somme=0;
for (int i=1; i<=nbs; i++)
somme += Icote(i);
return  somme;
}
void affiche() {
System.out.pri nt In( "Pol ygone") ;
for (int i=0; i<nbs; i++)
System.out.pri nt( "( " + sommet|i].abscis se +
"" + sommet[i].ordonn ee + ") ");
System.out.pri nt In( );

}
}

La classe Triangle  est une classe élementaire dérivee de la classe
polygone

class Triangle  extends Polygone {
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Triangle(Point 0 m) { super(m,3); }
}

La classeRectangle dérive dela classePolygone . Elle estdéfinie avec
sescaracéristiquesnattematiqueglassiques;’estadire lalongueurdesescotes
etun de sessommetsle sommetinférieurgauche On a alorsunebonneillustra-
tion de l'utilisation desconstructeursuccessifglesclassesdérivees.Pour ap-
pelerle constructeude Polygone qui pos®dele tableaude sessommetsen
paranetres,il faudraittout d’abordfairela constructiorde cetableaua partir des
caracéristiquesdeRectangle , cequin’estpaspossiblecarl’appel desuper
doit &trela premereopération.ll fautdoncutiliserle constructeupardéfautdans
la classePolygone qui seraappeé au déehut del'exécutiondu constructeude
Rectangle .Lacomposantsommet dela classeseraalorsconstruiteplusloin :

class Rectangle extends Polygone {

double largeur;

double longueur;

Rectangle(Poin 't m, double lo, double la) {

/[ appel implicite du constructeur de

/I Polygone sans parametre

/I T'appel du constructeur de Polygone avec parametres
/I ne peut se faire <car il faut dabord construire

/I le tableau a lui transmettre qui ne peut se faire
/I quapres [I'appel explicite ou implicite de super

Point P1= new Point(m.absciss e+ lo, m.ordonnee);
Point P2= new Point(m.absciss e, m.ordonnee+ |la);
Point P3= new Point(m.absciss e+ lo, m.ordonnee+ la);
Point  mr[]={m, P1, P3, P2}
sommet=mr;
nbs=4;
largeur= la;
longueur=  lo;
}
}

Voici un programmeprincipal detest:

class Geometrie {
public  static void main(String argsl]) {
Point P1= new Point(3,4);
Point P2= new Point(4,4);
Point P3= new Point(0,0);
Point P4= new Point(1,0);
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Point P5= new Point(0,1);

Point [] TabP={P3, P4, P5};

Cercle c= new Cercle(P1,2);

Rectangle r= new Rectangle(P2,5, 2);
Triangle  t= new Triangle(TabP);

Figure f; //autorise, mais pas new Figure !
System.out.pri ntIn( "p erimet re cercle";
f=c; f.affiche(); /[ appel de affiche de Figure

/I puis de sa forme derivee de cercle
System.out.pri ntin( "perimetre : " + f.perimetre());

f=r; f.affiche();
System.out.pri ntin( "perimetre : " + f.perimetre());

f=t; f.affiche();
System.out.pri ntin( "perimetre : " + f.perimetre());

}
}

L'exécutiondu programmaeaffiche:

java Geometrie
perimetre cercle

Cercle

rayon : 2.0 et centre : (3.0,4.0)

perimetre : 12.566368

Polygone

(4.0,4.0) (9.0,4.0) (9.0,6.0) (4.0,6.0)
perimetre : 14.0

Polygone

(0.0,0.0) (2.0,0.0) (0.0,1.0)

perimetre . 3.4142135623730 95

1.5.6 Interfaces

Uneinterface enJava, permetde décrireun mockle deconstructiordeclasse
dandequelonn’indiqgueuniqguementguelesen-étesdesméthodesCelaéquivaut,
d’unecertainemankere,a uneclasseou toutesles méthodesontabstraites.

On dira qu’une classeimplémenteune interface si elle recfinit toutesles
méthodeglécritesdanscetteinterface

Par exemple,on définit un modelede problemeparuneinterfacequi comporte
deuxméthodegoserProbleme etresoudreProbleme
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interface AResoudre {
void poserProbleme() ;
void resoudreProblem ¢e() ;

On peut alors construire une classe equationPremierDegre qui
implémentd’interfaceaResoudre

class EquationPremie rDegre implements AResoudre {
double coefx, coefl, solution;
void poserProbleme()
{ /I on lira coefx et coefl }
void resoudreProblem ¢()
{ /I on affecte une valeur a solution }

Un autre intérét desinterfacesprovient de la limitation de Java en terme
d’héritagemultiple. En effet, Java ne permetpas qu’une classedérivée puisse
avoir plusieursclassesmereset doncde béréficier descomposantsiéfinis dans
cesdifferentesclassesPour pallier cette limitation, on devra utiliser conjoin-
tementl’h éritageet I'impl émentationd’interfaces.ll est, par ailleurs, possible
d’'implémenteplusieursinterfacesenJava, contrairemené I’h éritage.

1.5.7 Passagead’une fonction en parametre d’'une méthode

Nous nousintéressonsau probleme du passaged’une fonction en tant que
paranetredansuneméthode Par exemple,on souhaitedécriredansuneclassaun
procece qui approchde calculd’unedériveed’unefonctionréelled’'unevariable
réelleparuntauxd’accroissement

oy~ LA e~

Nousallonsmontrercommece proede peutétredécrit d’'une maneregérérique,
c’est a dire en utilisant une fonction abstraite f, parangtre du procde. On
appliquealorsce procecé de dérivation numeriquea unefonction particuliereen
la transmettanparl’intermédiairede ce parangtre.

Dansbeaucoupde langagescommele C ou le C++, le passagel’'une fonc-
tion en paranetres’effectueengérantun pointeurqui contientl’adressesffective
du codedela fonction. Le langagelava ne proposanpasde gestionexplicite de
pointeur on doit alorscréeruneerveloppede type objet contenanune méthode
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z

correspondantal’ évaluationde la fonction.C’estcetteclassesrveloppequi cor
respondau parangetrea gérer

Il fautdonccommencepar définir une classeabstraite pu uneinterface,qui
décritlesfonctionnaliésminimalesdela classecorrespondarduparangtrefonc-
tionnel.

Nousdonnonsun exemplequi s’appuiesur l'utilisation d’une interface mi-
nimale caracérisantunefonctionréelled’une variableréelle.Les nombresréels
sontimplémenésparle typedouble

interface FoncD2D { public double calcul(double X); }

Nouspouwnsalorsutiliser cetteinterfacepour décrireun procde gérérique
decalculde dérivationnumérique,commedécrit ci-dessus

class DiffFinies {
public  double derivOrdrel (FoncD2D f, double x, double h)
return  (f.calcul(x+h/ 2) - f.calcul(x+h/2) ) h;
}
}

Pourutiliserceprocede, il sufiit maintenantledéfinir unefonctionparticuliere
dansuneclassequi implémentd’interfaceFoncD2D :

class FoncCarre implements FoncD2D {
public double calcul (double x) { return x*x ; }

}

Le programmeprincipal suvant va alors construireun objet de la classe
FoncCarre qui permetd’utiliser la fonction particuliere qui y est définie. Il
construitaussunobjetdela classeDiffFinies qui permetd'utiliser le procede
dedérivationnumériquequi estinvoqué surl’objet detype FoncCarre ,reconnu
commeuneimplémentatiorde FoncD2D :

class TestDiffFinies {
public  static void main (String args[]) {
FoncCarre f = new FoncCarre();
DiffFinies df = new DiffFinies();
System.out.pri ntIn ("Diff erences finies d'ordre un "+
"en 1 de pas 0.01 . "+
df.derivOrdrel (f, 1, 0.01));

Le résultatdel'exécutionest:
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java TestDiffFinies
Diff erences finies d’ordre un en 1
de pas 0.01 : 1.9999999999999685

1.6 EXceptions

1.6.1 Notionsgéenéerales

L'introduction de la notion d’exceptiondansun langagede programmation
a pour but de simplifier le traitementde certainessituations.Cesderneressont
consicereescommeexceptionnellesau sensou leur détectionnécessitede les
gérer enlessortantdu contexte danslequelleellessontdétecées.

Dansles langagese gérantpasspécifiguementessituationsd’exception,il
estnécessairal’utiliser de nombreusestructionsconditionnellessuccessies,
afin de réorienterle déroulementdu programmede manire acequate.De tels
processugpeuventconduirea unecompleité du programmedontla lecturefinit
pars’alourdir.

Certaindangageproposentdemanirefacultatve 'utilisation desexceptions
(c’estle casdu C++). Avec Java, on a I'obligation de les gérerlorsquecertains
appelsde méthodessontsucceptiblesge par leur conceptionde déclanchedes
traitementsd’exception.

Unegestiond’exceptionestcaracériseeparuneséquence

try - Catch - finally

qui correspondypiquementiudéroulemensuiant:

try {
/ls equence succeptible de declancher une exception
}
catch (classExceptio nel) {
/ltraitement a effectuer si el a etée declanch ee
}
catch ( ...) { ... '} llautre declanchement  eventuel
finally {
/ltraitement effectu e avec ou sans declanchement d’exception
}

Nous donnonsci-dessousin exemplede programmequi récupere les argu-
mentsfournisaulancementlu programmell calculeetaffichela moyennedeces
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argumentslorsquece sontdesentiers.ll déclancheun traitementd’exceptionsi
I'un desargumentsecorrespongasaun entier

class exceptionCatch {

static int  moyenne (String|] liste) {
int somme=0, entier, nbNotes=0, i;
for (i=0; i<liste.length; i++)
try {
entier=Integer. parseint( li ste [i ]) ;
/I conversion chaine en valeur enti ere
somme += entier; nbNotes++;
}
catch (NumberFormatExc epti on e) {
System.out.prin tin (" note : "+(i+1)+" invalide");
}
return  somme/nbNotes;
}
public  static void main (String[Jargv) {
System.out.prin tt n( "moyenne "+moyenne(argv) );
}

}
Uneexécutionpossibledu programmeestla suivante:

java exceptionCatch ha 15 12 135
note: 1 invalide

note: 4 invalide

moyenne 13

1.6.2 Définir sapropre exception

Pour définir sa propre exception, il faut définir une classequi hérite de la
classeprécefinie Exception . On pourrasurchager, en particulier la méthode
précefinietoString() dontla chdnerenvoyéecorrespondumessagatffiché,
lorsquel’on demandel’afficherl’exceptionelle-méme.

Une méthodesucceptiblede déclancheuneexceptiondevra avoir uneclause
throws , suvie del'exceptiondéclanchablelanssonen-g&te.Dansle corpsdela
méthode on préciseradansquelleconditionl’exceptionestdéclanclkee,eninvo-
quantl’opérateutthrow .

On donne ci-apes un compementdu programmeprécdent déclanchant
une exception,lors du calcul de la moyenned’un tableau,s’il ne contientpas
d’éléments.
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class ExceptionRien extends Exception {
public  String  toString() {
return  ("aucune note !');

}
}
class ExceptionThrow  {
static int  moyenne (String]] liste) throws ExceptionRien
int somme=0, entier, nbNotes=0, 1i;
for (i=0; i<liste.length; i++)
try {
entier=Integer. parseint( li ste [i ]) ;
/I conversion chaine en valeur enti ere
somme += entier; nbNotes++;
}
catch (NumberFormatExc epti on e) {
System.out.prin tin (" note : "+(i+1)+" invalide");
}
if (nbNotes == 0) throw new ExceptionRien() X
return  somme/nbNotes;
}
public  static void main (String[Jargv) {
try {
System.out.prin tl n( "moyenne "+moyenne(argv)) ;
}
catch  (Exception e) {
System.out.prin tl n(e);
}
}
}

Voici deuxexécutionssuccessiesdu programmeprécdent:

java exceptionThrow gd1l352
note: 1 invalide

note: 2 invalide

note: 5 invalide

moyenne 2

java exceptionThrow gd31l ab2
note: 1 invalide

note: 2 invalide
note: 3 invalide
note: 4 invalide
note: 5 invalide
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aucune note !

1.7 Entrées/Sorties

1.7.1 Classedle gestionde flux

Dansle langageJava, deuxtypesd’entrées/sortiesontutilisables:
— Lesentgées/sortiesraditionnellesc’esta-direutilisantles flux decommu-
nications‘par défaut”, a savoir le clavier oul’ écran,ou encordesfichiers;
— Lesentes/sortiebagessurdesinteractionsavecun sysemedefenétrage.
Celles-ciserontdéveloppeesdansle chapitresurle graphisme.
Nousprésentonsgansla suite,desnotionsbagessurl’AP| 1.1 etqui ontéte en-
richiessignificatvementparrapportauxversionsprécedenteslLesraisonsde ces
enrichissementsontprincipalementiuesa desquestiong’efficacite et a la pos-
sibilité d’utiliser descodesinternationauXUNICODE) qui enrichissente code
ASCII avecdescarackéresaccent@s,entreautres.
Lesprincipalesclassesle gestionde flux sontorganigessuivantla hiérarchie
d’héritagedécritedansla figure 1.2.

| Object Reader (abstract) }—E InputStreamReader - FileReader|

BufferedReader]|

Writer (abstract) OutputStreamWriter — FileWriter |

PrintWriter

FIG. 1.2:Hiérarchiedesclassegle gestiondeflux

Danscettehiérarchie)es classesuivantesapparaissent

— LaclasseObject qui estla classede baseen Java, donttoutesles autres
hériteng;

— LesclassesbstraiteqReader et Writer qui concernentespectrement
lesflux de caracérespourleslecturesetlesécritures

— LesclassesnputStreamReader  etOutputStreamWriter qui per
mettentde faire la traductiondesdonreesbrutesen caracéresUNICODE
etinversement
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— Les classesBufferedReader et BufferedWriter qui permettent
I'utilisation d’'unemémoiretamponpourlesentées-sortiesCettemémoire
estindispensableourl’utilisation despériphériquesstandard¢écranetcla-
vier);

— Lesclasses-ileReader etFileWriter qui permettent'utilisation de
fichiers;

— LaclassePrintWriter qui permet’ écriturededonreesformateessem-
blablesauxaffichagesal’ écran.

Cetteliste n’est pasexhaustve mais correspondaux principalesclassesjue

nousseronsameresa utiliser dansla suite.

1.7.2 Saisiesau clavier

Poureffectuerunesaisieauclavier, on construitsuccessiement
— Unflux InputStreamReader  avecle flux del’entréestandarda savoir
System.in

— Un flux de lecturebufferisé de type BufferedReader  a partir du flux

précedent.

On présente ci-ap®s, un exemple typique de lecture au clavier. Dans cet
exemple,on lit dansle flux bufferise avec la méthodereadLine() permet-
tant la lectured’'un chdne de caracéresjusqua ce que l'on rencontreun saut
de ligne. La chdne de caracére estalors corvertie en entier avec la méthode
() parseint , ou enflottant, avec un constructionplus complexe qui utilise
la méthodefloatValue() , surl'objet dela classeFloat obtenuenappelant
valueof() . Cettederniere méthodeeststatiqueet a pour parangtrela chane
lue. Il faut noterqu’a partir du JDK 1.2, on pourraplus simplementappelerla
méthodeparseFloat() , Similairea parselint()

On remarqueraque, dans cet exemple, il est nécessairede gérer le
déclanchemeritventueld’exceptiongpeunantseproduire,

— soit parun problemede lecturede flux qui provoquele déclanchemende

'exceptionlOException ;

— soit par un probleme de corversion de chdne de carackresen valeur

numeriquequi provoquel’exceptionNumberFormatException

import  java.io.*;
class Testio {

public  static void main(String(] args) {
InputStreamRea der fluxlu = new InputStreamReade r( Syst em.in );
BufferedReader lecbuf = new BufferedReader (fl uxlu);

try {
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System.out.pri nt (" tap er 1 ligne de caracteres S
String line = lecbuf.readLine 0;

System.out.pri ntin ("l igne lue : " + line);

System.out.pri nt (" tap er 1 nombre entier ");

line = lecbuf.readLing( );

int i = Integer.parseln t( Ii ne);

System.out.pri ntin ("e ntier lu : " + i)

System.out.pri nt (" tap er 1 nombre reel ")

line = lecbuf.readLine( )i

float f = Float.valueOf(l in e) .fl oatVal ue();

System.out.pri ntin ("r eel lu "+ )

System.out.pri nt In ("s onme des deux nombres "o+ (i+)
}
catch(IOExcept ion e) {

System.out.pri ntIn ("e rr eur de lecture"); }
catch(NumberFo rmat Excepti on e) {

System.out.pri ntIn ("e rr eur conversion chaine-entier");

L’affichageobtenua la suitede'exécutiondu programmeestle suivant:

java Testio

taper 1 ligne de caracteres java sait lire
ligne lue java sait lire

taper 1 nombre entier 3

entier Ilu : 3

taper 1 nombre reel 12.5

reel lu 12.5

somme des deux nhombres 155

1.7.3 Lectured’un fichier

Une lecturedansun fichier esteffectlé dansle programmesuivant. Il estsi-
milaire au precédentavec,toutefois,quelqueslifférences

— FileReader

estla classeinstancee pour construirele flux d’entree a

partir du nomdu fichier. Cetteinstanciationpourradéclanchet’exception

FileNotFoundException
— La méthodeclose()

, Si le fichier n’estpastrouve.

fermele fichier.
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— On utilise une bouclequi détectela fin de fichier, suite au résultatd’'une
lecturequi rervoie la constantenull

import  java.io.*;

class Testfile {

public static  void main(String[] args) {
FileReader fichier=null;
BufferedReader lecbuf;

String  line;
float f, somme=0;
int  nbnombre=0;

try {
fichier = new FileReader("don nee.d at") ;
lecbuf = new BufferedReader (f ich ier) ;
while ( (line = lechuf.readLine( ) = null ) {
f = Float.valueOf(l in e).f lo atV al ue() ;
somme += f; nbnombre++;
System.out.pri ntin( "nonbre lu : " + f);
}
if ( nbnombre > 0 )
System.out.pri nt In( "Moyenne : " + (somme/nbnombre ));
}
catch(FileNotF oundExcepti on e) {
System.out.pri ntIn ("f ic hi er donnee.dat inexistant ");

catch(lOExcept ion e) {
System.out.pri ntIn ("e rr eur de lecture"); }

catch(NumberFo rmat Excepti on e) {

System.out.pri nt In ("e rr eur conversion  chaine-entier");
finally {
if  (fichier'=null)
try { fichier.close() 0}

catch(IOExcept ion e) {}

Onexécutee programmerécdentavecle fichier"donnee.dat”  suivant:
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2.3
1.2
3.4
2.1
5.2

L’affichage produitparle programmeestalorsle suvant:

java Testfile

nombre lu : 2.3
nombre lu : 1.2
nombre lu : 3.4
nombre lu : 2.1
nombre lu : 5.2

Moyenne : 2.84

1.7.4 Ecritur edansun fichier

Le programmesuiantva utiliser un fichier danslequelon écrit. On construit
un flux de type FileWriter , utilisé dansun tampon d’écriture (de type
BufferedWriter ). Un flux, de type PrinterWriter , permetalors d’ef-
fectuerdesécrituresformatéesavec la méthodeprintin -~ , commeon le fait
courammensurla sortiestandardg’esta-direl’ écran.

import  java.io.*;

class Testfileout {
public  static void main(String(] args) throws |OException {
FileWriter fichier = new FileWriter("out toxt" ),
BufferedWriter ecrbuf = new BufferedWriter (fi chier) ;
PrintWriter out = new PrintWriter(ec rb uf );
out.printin("c oucou");
out.printin(5. 6) ;
System.out.pri ntIn (" fin d'ecriture dans le fichier out.txt");
out.close();
}
}

1.7.5 Compléments

Il estpossibledelire etd’écriredesdonréesbrutes(doncnonformatées)avec
les classedatalnputStream et DataOutputStream . Lesfichiers, ainsi
construits ne sontpaslisibles directemensousun éditeurde texte, par exemple,
maisleur taille estplusréduite.
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LaclassestringTokenizer estuneclassequi permetd’instancierun petit
analyseude texte qui peut,parexemple,découpedeslignesen sous-chiesde
caraceres,en reconnaissantin certainnombrede séparateurgblancs,virgules,

).

La classgava.io.File permetde faire desmanipulationgde fichiers,si-
milairesaux commandesi'un sysemed’exploitation. Elle permetpar exemple,
delister unrépertoirederenommeiou supprimenn fichier, etc.

1.8 Conclusionprovisoire

Nousterminonsci cetteintroductiona Java. DescompEmentsserontdonrés
aufur etamesuraleleurbesoin Onaborderda partiegraphismelande chapitre
4.



Chapitre 2

Réesolutiondesequationsnon
linerairesdans IR

Danscechapitre,on présentaun resung de courssurguelquesnéthode<slas-
siguesderésolutionnumériquedeséquationsionlinéairesdansir,

(2.1) F(z)=0, zelR

La géréralisationaux sysemesd’équationsnon linéairesa plusieursvariables
(x € IR™) n'estpastraité dansce volume,(maisuneintrosductionen estdonrée
sousforme d’exercice,présené dansle chapitre3, voir exercice25) on pourra
consultedesréferencedibliographiquenfin devolume,parexemple,[7], ....

Soit F' : IR — IR uneapplicationcontinue,on se proposede trouver la (ou
les)solution(s)del’ équation(2.1).Excepé quelquesastressimples parexemple
pour les polyndbme de degré inférieur ou égal a trois, les méthodesanalytiques
de résolutiond’équationsne permettentpasde résoudrede tels problemes.Le
recoursaux méethodeswunmériques fournissantdessolutionsapproclees,devient
alorsincontournable.

2.1 Localisation (ou séparation) desracines

La plupartdesméthodesiumériquessupposentijuel’on connaissaun inter-
valle contenanta racinechercleeetaucuneautre Ondit alorsqu’elle estlocalisee
ou sépake,desautreseventuellesacines.
Lesdeuxméthodedesplusclassiquepourlocaliserou séparelesracinessont:

1. L’étudedesvariationsde F', puis/'utilisation du théoemede la valeurin-
termédiaire.

38
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2. Laréécrituredel’ équationf'(z) = 0 sousla forme Fy(z) = Fy(x), puisla
recherchale(s)point(s)d’intersectiondescourbesepiesentatiesde F; et
de F,. Le problemeseraplus simplea traitersi 'une desdeuxfonctionset
I'identité. La solutioncherclee correspondalorsa un point fixe de l'autre
fonction.Voir ci-dessous.

Remarque 1l : Onsupposes dansla suiteque F' estcontinueetquela racinez
estlocaliseedansunintervalleborné[a,b].

2.2 Methodedesapproximations successies

Danscetteméthode pn construita partir del’ €quatiora résoudrela suite

Tpt1 = 9(Tp),
(2.2) { x¢ choisidans]a, b],

dansl’espoir gu’elle tendeversla solutionz du probleme.La limite de cettesuite
verifieT = ¢(7).

Définition 1 . Soitg : IR — IR, un point fixe de g estun réel z solutionde
I’ équationz = g(x).

L'équationF'(z) = 0 peuts’écrire,sousla formez = g(z). On peutchoisir par
exemple

(2.3) g(z) = F(z) + .
Ainsi, résoudreF'(x) = 0 revientatrouver lespointsfixesde g(x).
Exemplel . Soitl' équation

F(z) =2° —x —3In(z) = 0,

elle peutsécrire, sousla formez = g(z) avec

— g(z) = 2% — 3In(z) = x,

- g(z) =z + 3In(z) =z,

— g(z) = ™3 = g,
ou il fautchoisirl’ écriture permettanta corvergencedu processugératif z,, ., =
g(z,) versla solutioncherchée lorsquecettecorvergenceestpossible
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Exemple2 . Soitl' équation
F(z) = 2sin(x) — z cos(x) = 0,

lesvaleursz = 7/2 + kn n’étantpasracinesde F'(xz) = 0, on peutécrire cette
équation,entre autres, sousla forme: g(z) = 2tan(z) = z, surun intervalle
Iy =|n/2+kn,7/2+ (k+ 1)x[ quiisoleuneracineetsurlequelg(x) estdéfinie
lesracinesde F'(z) = 0 sontlespointsfixesdeg(z).

Définition 2 . Soitg : IR — IR, S'il existek € [0, 1] tel que pourtousy et z
élementge IR, onait |g(y) — g(z)| < k|ly — #|, alors on dit que g estcontrac-
tante (ou estune contraction) sur IR. Si I'in égalite eststricte, on dira que g est
strictementontractante k£ estappek rapportde contraction.

Proposition1 . Soit g une application dérivable sur I'intervalle [a,b], si la
deriveeg’ verifie, maxc. 4|9’ (x)| = k < 1, alors g eststrictementontractante
dansja, b].

Le théoemesuivantfournit une conditionsuffisantede corvergencedu pro-
cessuglesapproximationsuccessies.

Théoremel (du point fixe) . Soitg : IR — IR Vvérifiant les conditionssui-
vantes
1. z € [a,b] = g(x) € [a,b], (C'estadire g[a,b] C [a, b))
2. g estune application strictementcontractantedans[q, b], de rapport de
contractionk,

alorspourtoutz, € [q, b] la suiterécurrentedéfiniepar,

{ 7o € [a, b]

Tpi1 = g(z,), n €N

corveme versl'unique solutionz dez = g(x), avecz € [a, b]. Deplus,la formule
suivantedonneunemajorationdel’erreur commisex l'it érationn, lorsdu calcul
de7z,

k.n
1—k

|z, — 7| < |z — xo]-

Il est souvent délicat de déterminerun intervalle [a, b] danslequelles hy-
pothesesdu theoremedu point fixe sontvérifiees,cependanbn a le résultatsui-
vant.

Proposition2 : Sig estdérivableauvoisinaged’un pointfixez, etsi |¢'(T)| < 1,
alorsil existeun voisinagge V5 de tel que pour tout x, dans);, lesitérations,
ZTnt1 = g(z,), COVemgentversz.
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Proposition3 : Soitz unesolutiondel’ équationz = g(z), si g’ estcontinueau
voisingge dez etsi |¢'(Z)| > 1, alors pour touteconditioninitiale z,, =, # 7, la
suitedéfiniepar z, etz, 1 = g(x,) necorverge pasversz.

[CHIHe - fin correctiongaitesle dim 11 nov O HIHHHTHTIC
Mettreici la remarqueecritedansl’exo 5 vieille p :57

Remarque Attention...

Résune et Inter prétation graphique :

Onestimey'(z),

1. si|¢'(z)| > 1, (figure 1), la suite ne corverge pasversz, c’'estun point
répulsif les itérés successifgle la condition initiale z, (ou ceuxde zy)
s’éloignetdez, on éliminealorsla méthode.

2.sil¢'(T)] < 1, (figures?2 et 3), la méthodecorveme, z estun point at-
tractif, les itéréssuccessifsle la conditioninitiale z, (ou ceuxde zj) se
rapprochentleplusenplusdez, (il fautalorsdéterminemunintervalle a, b]
contenantr, danslequelmazzep.4|9'(z)| < 1 etg([a,b]) C [a,b]), deux
casseprésentent

(@) 0<¢'(7) <1, (figure2),
sizy < 7 la suite(z,,) estcroissanteelle estdécroissantsinon(cas
ou la conditioninitiale estz(). Danslesdeuxcas,elle tendversz .

(b) -1 < ¢'(z) <0, (figure3),
la suite (z,,) estalterrée, deux itérés successifde z, donnentun
encadremente etla suitecorvergeversz.
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<) A 4 f(x) %% f(x) A
> " K¢
>~ 1777777> ,,,,,,
<‘ i LRy
//+ h 3 > /:\ ‘7::7677
e A :
< XQ X5 X X : |
x X X X X X
Figure 1. Figure 2. Figure 3.

(c) si|g'(Z)| = 1, c’estun casplusdélicatcarla méthodepeutcorverger
(figure4) ounon(figureb) :

f(x) f(x) N

Figure 4. Figure 5.

Dansla figure 4, lesitéréessuccessifgle x, corvemgentversz si z, >
7, et divergentdansle cascontraire.Dansle casde la figure 5, ils
divegyentquelquesoit la positionde xy.

2.3 Ordr ed’'une méthode

Une méthodeitérative pouvant corverger plus ou moinsrapidemen{voir les
figures6 et 7), il existe desnotionsqui mesurentetterapidite de corvergence et
mesurentoncla diminutiondel’erreure,, = z,, — = d’'uneitérationala suivante.

Définition 3 : La méthodedéfiniepar z, etz, 1 = g(z,) estdite d'ordre p si
lens1l 3 ynelimite réellestrictemenpositivelorsquen tendvers +oo. Ondit alors

len]”

guela méthodea untauxde cornvemgenceégala p.
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Figure 6. Figure 7.

Théoreme2 : Sila suite(z,) converge vers 7 etsi g estsufisammentiérivable
auvoisingge deT alorsl'ordre dela suite(z, ) estle pluspetitentierp tel que:
g@) =---=g" @ =0 etg?®(x)+#0.Deplusona

lim = Loz
n—+oo €,P p!

ole, =z, —T.
Cethéoemedonneuneestimationdel’erreure,, alan®™¢ itération.

Remarque 2 : Uneméthodeestdite linéaire lorsqu’elleestd’ordre 1, ona alors
g'(%) # 0. Elle estdite quadmtiquesi elle estd’ordre 2.

Remarque 3 : Pour uneméthoded’ordre p, lorsqu’onpassed’un itéré a l'autre,
le nombe de chiffresdécimauxexactsesternviron multiplié par p.

Testsd'arr ét desitérations.
Si le processu#ératif corverge, la solutionz, étantla limite dela suite,ne peut
étre atteintequ’au bout d’'un nombreinfini d'itérations.Par congquentl’algo-
rithme seraarrete en utilisantI'un destestssuivants,ou ¢ désignela précisiona
laquelleon souhaiteobtenirla solution,

() |zn —zp 1] <e
i |$n*$n—1|
(if) [Zn] <e
(i) |g(z,) < ¢, c’estadire g(z,) estpresquenulle.
Le processuseraconsiceré commenon corvergent, versla solution cherclee,

si la précisione souhaiée n’est pasatteinteau delad’un nombre‘raisonable’
d’itérations,N,,,..., fixé al'avance.

Remarque 4 En pratique lorsqueon cherche la racinez a 107™ pres, les
itérationsseont arréteeslorsquedeuxitéressuccessifs, etz, 1 présententes
mémegdécimalesdela premeire ala m*™e .
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2.4 Exemplesde méthodesitératives

2.4.1 Meéthodede Lagrange (ou dela corde)

Soit a résoudrd’ équationF'(z) = 0, ou I'application F' estcontinue,stric-
tementmonotonesur [, b] telle que F'(a) F(b) < 0, etsoitz la racinecherctee,
situéedans|a, b]. Danscetteméthodeon remplacde graphede F' restreinta[a, b
parle sgmentdedroitejoignantlespoints A(a, F'(a)) et B(b, F (b)), (C'estadire
quel’on interpoleF parun polynomede degré 1) ; ce sgmentcoupel’axe ox en
un point d’abscisser;. Soit M; le point de coordones(z;, F'(x1)), on reitere
alorsle mémeproccé qu'auparaantenjoignant M, etl'extremité fixe, A ou B.
L'extremité fixe estcelletelle que F'(z) F"(x) > 0. Voir lafigure 8 ci-dessous.

f(x)

ey
// //
X0 X X
PRt
/
,

Figure 8.

En écrivant I’ équationde la corde (AB) on obtientla méthodede Lagrange
ci-dessous.

1. sil'extremite A estfixe, cetteméthodes’écrit z,, 11 = g(z,) etxy donrg,
ou :
Tog = b
Tp+1 = Tn — F(xn)% = g(xn)

C’estunesuitedécroissantet borrée,donccorvergente,(a < 7 < ... <
Ty < ... <1 < Xo).

2. sil'extremité B estfixe, elle s’écrit:

{ To=a
Tpn+1 = Tn — F(xn)% = g(xn)

C’estunesuitecroissantest bornee,donccorvergente(zy < zi... < z, <
e < T < D).
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FIGUREsg9a,b,c,d

Exemple3 F(z) =2*+z—1=0sur[},1],ona F(3) = —0.375 et F(1) =
1 doncz € [3,1]. D'autre part F”(z) > 0 sur 3, 1], ainsi F(1)F"(1) > 0,
c’estdoncl’extremié B(1, F'(1)) qui sefa fixe figure 9(c). Par congquent,en
commencanke processugar z, = 1, ontrouveaisetment: z; = 0.64...,z, =
0.67, ...etc...,ainsi, 7 = 0.67 a10 2 pres.

2.4.2 Methodede Newton

L'id ée consistecettefois ci a remplacen’arc de courbe(AB) par la droite
tangenteala courbeauxpointsA ou B, I'intersectionde cettederniereavecl’axe
ox déterminele seconcelementz; dela suitecherctee.On reitereen passanta
tangentea la courbeaupointd’abscisser; . etc...

f(x)

_— )22 X;I. Xo X
Figure 10.

D’une mankére géréraleles itérationsde Newton pour résoudreF’'(z) = 0
sont:

Tp)’

Tnt1 = Ty — gf,  n=0,1,2..
xo donréedang(a, b]

Cetteméthodeestbiendéfiniepourz,, ‘voisin’ dez aconditionqueF'(x,,) #
0.
Déterminerunintenalle [a, b] surlequelil y’a corvergencede Newton n’estpas
toujoursfacile, maisle théoemesuivantdonneuneconditionsuffisante.
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Théoreme3 (cornvergenceglobale de la méthodede Newton) Si F € C?[a, b]
verifie :

1. F(a)F(b) <0,

2. Vz € [a,b] F'(x) # 0 (strictemonotonniede F),

3. Vz € [a,b] F"(x) # 0 (concavié de F' dansle mémesens),

Alorsenchoisissantz, € [a, b] telqueF (zo) F"(zo) > 0, lesitérationsdeNewton
corvemgentvers I'unique solutionz de F'(x) = 0 dans[a,b].

Théoreme4 : SiZ estun zéro simple la méthodede Newton estau moins
quadmatique

(D’uneitérationala suivante Je nombredechiffresdécimauxexactsdela solution
chercleeestmultiplié erviron pardeux,doncz, .1 présenteraleuxfois plusde
décimalesxactesquez,,).

Exemple4 F(z) =2*+z—1=0sur[3,1],onaF(3) = —0.375 et F(1) = 1
doncz € [3,1].

exple... AFINNNNNNNNNNNIHIIIR

Par congquentencommencarie processugar x, = 1, ontrouveaisement
21 = 0.64..., 25 = 0.67, ... etc...,ainsi,z = 0.67 a 102 pres.

2.5 Accéleration dela cornvergence

Uneméthodeitérative peutétreaceleeeentransformanta suite(z,,) enune
suite (y,) corvergeantplus rapidementyersla mémelimite, ou entransformant
F de fagon & obtenirune méthoded’ordre plus élevé. Voici quelquesméthodes
simplesd’acctlerationdela cornvergence.

2.5.1 Meéthoded'Aitk en, ou Procede A2 d’Aitk en

Soit (z,,) unesuitequi tendversz, le procdcé d’Aitk enconsistea transformer
() €n(yn) 00,

2
TpnTp+o — T 1
Yy, = — 2t nt n=0,1,2---
Tni2 _an+1 + ZTn

On démontreque la suite (y,,) corverge plus rapidementue la suite (z,,) vers
la mémelimite z. Mais il estconseilk d’eviter cetteformulationde (y,,) qui est
numeriquementnstable,et de I’ écrire sousla forme équialentesuivante, mais
plusstable:

Yn = Tpy1 + 1 1 n:051>2

Tn+4+2—Tn+1 Tn+1—Tn
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2.5.2 Méthode de Steffensen, exemple de composition de
méthodes

Lorsqu’ondisposaledeuxméthodegpourrésoudrda mémeéquationpn peut
lescomposepourobteniruneméthodeplusrapide.
La méthodede Stefensencomposeuneméthodeitératve x, .1 = g(z,) avecle
procece A? d’Aitk en: d’ou lesitérationssuivantes

Tng(g9(zn)) — 92(5%)
9(9(zn)) — 29(zn) + 74

De méme,cetteécrituren’estpasnumériquemenstable d’ou la formulationsui-
vante plusstable:

T+l = n:0,1,2

1
Uy = T, ulzg(uo), U229(U1),$n+1zul+ﬁ n=012---

U2—U1 U1 —Uuo

2.5.3 Meéthodede Regula-Falsi

Dansla méthodede Newton, le calculde F'(z,,) peuts’averertréscolteux
entempsde calcul,trescomplexe ou mémeimpossible on remplaceralorscette
derivéeparsonapproximation
F(.’L’n) — F(.’L‘nfl)

Tp — Tp—1

F'(z,) =

d’ou la méthodede Regula-Falsi:

xg etz donreés,
TnF (T 1) — zp 1 F ()
Tpy1 =
F(.’L’n,1 — F(a:n)

n=1,2---

On demontreque cetteméthodeestd’ordre Y5 = 1.618..., doncinférieura
celui de la méthodede Newton; cependanRegula-Falsi peut s’avérer plus ra-
pidequeNewton puisquen’exigeantqu’uneseuleévaluationdefonction(cellede
F(z,)), F(x,_1) ayantéte calcuk lors del'it érationprécedente alorsque New-
ton enexige deux,F'(z,) et F'(xy,).

Ainsi, avec deux évaluationsde fonctions,on effectueuneitérationde Newton
et on multiplie erviron par deuxle nombrede décimalesexactes(puisquecette
méthodeestquadratiquetheoeme4) ; désignongarr le tempsnécessairgpour
cetteitération.Dansla méthodede Regula-Falsi, durantle mémetempsr, on
effectueapproximatvementdeuxitérationg puisqu’uneseuleévaluationdefonc-
tions estfaite paritération),et on multiplie ainsia chaquetération,erviron par

2
(%) ~ 2.62, le nombrede décimalesexactesce qui estmeilleur et explique
la rapidite de Regula-Falsi parrapporta Newton.
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2.6 Enoncesdesexercicescorriges

Exercicel :
Parmilesfonctionssuivantedesquellesontcontractantest surquelintervalle si
celui-cin’estpasindiqué :
_ 1 o7 .
(@) g(z) =5—;cos3x,0<x < 7,
(b) g(z) =2+ 3|z|, -1 <z <1;
() g(z) =3 — 5sin3z

d) g(z) =vz+2.

Exercice2 :
Voir si chacunedesfonctionssuvantesadmetzero,un ou plusieurspointsfixes,
puisdonnerpourchacununintervalle de separation

9(@) = Zz  g9(@) = e g(z) =z + (z - 2)°, g(a) = (z - 2)* + 2 — &

Exercice3 :
Montrerquel’ équationr = w — e sin(z) admetuneuniqueracinedand’int énalle
w—mw+7];we R, etle] <1.

Exercice4 :
Détermineral'aide de la méthodedu point fixe les deuxracinesréellesde 2% —
100z + 1 = 0 avecuneerreur e < 1073, Utiliser pourI'une de cesracinesla

méthodeitératvez = f(z) = 5”12(;51 etpourlautrez = g(z) = 100 — =.

Exercice5 :

Soitla fonction F(x) = 22® — x — 2, onseproposedetrouver lesracinesréelles
deF parla méthodedesapproximationsuccessies.

MontrerqueF pos®deuneseuleracineréellez € [1;2].

Etudierla corvergencedestrois méthodestératvessuivantes. x, € [1;2] donré
et

() Tpy1 =223 —2;

(ﬁ) Tnt1 2z2_1 ;

() Tur = YTT 5.

Sil'une de cesméthodesornvemgel'utiliser pourdéterminerz a10~2 pres.

Exercice6 :

SoitI' équationz = In (1 + z) + 0.2 dansiR™".

Montrer quela méthodeitératve définieparg(x) = In (1 + z) + 0.2 estcorver-
gente(vérifier les hypothesesdu theoemedu point fixe). Choisir zy, condition
initiale deI'it ération,dansl’intervalle de corvergencepuistrouver z limite dela
suite.Donnerl’ordre dela méthode.
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Exercice7 :
OnveutrésoudredansiR™ I' équationz = g(z) ou, g(z) = — Inz,
a) 1) Montrerqu’elle admetuneseuleracinez, montrerquez € I = [0;1].

2) Montrerquela méthodeitératve : z,,,1 = g(x,) diverge.

3) onconsictrealorsg(z) = glog(z) = =z, (remarquerque g~ existe),
montrerquela méthodeitérative : z,,,1 = g () corveme.
Enposant, = x,, — z montrerquee, . ; estdesigneoppo£ ae,,, qu’enconclut-
on?
Donnerle bontestd’arrét desitérationspouravoir z ae = 10~ pres,puisdonner
cetteracineapprocilee.
b)  Retrouerz al'aide dela méthodede Newton.

RemarquegueNewton estd’ordre 2.

Exercice8 :

On appliquela méthodede Newton au calculdela racinecar€ed’un réel positif
.

Montrerquelesitérationse,, 1 = 5(z, + +) n=0,1,2--- permettent’abou-
tir. ,

On posee, = ‘”"\;a‘/a n=0,1,.... Montre.rqueeqﬂ = m n= 0,'1', -
On applique la méthode de Regula-Falsi au méme probleme, expliciter les
itérationsobtenues.

Donnerl'expressiordee, ,; enfonctiondee, ete,_;. Endeduirequel’ordre p
deRgula-Ralsiverifiel < p < 2.

Exercice9 :

1. Démontremquesi f estunefonctioncontinuedérivabled’un intervalle I de
IR danslui mémede dérivéenégatve et borreesurl, alorson peutmettre
I’équationz = f(z) sousla forme z = g(z), ou g estune application
contractantele /.

2. Utiliser la questionprécedentepourtrouver la racinez dexz? — 2 = 0 dans
[1,2] avecuneerreur< 10~°; prendref (z) = 2 .
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2.7 Enoncesdesexercicesnon corrigés

Exercice10 :
Détermineren utilisantla méthodede Lagrangda racinedez del’ équation: —

tan z = 0 sachanquez € [, 37 /2]

Exercicell :

Détermineren utilisantsimultarementles méthodede Newton et de Lagrangda
racinez situéedang[0,1], avecuneerreur< 10 ° dex—e 2* = 0,2z —e 3% = (,
puisdez® — 4z + 2 = 0.

Retrouer cesracinesgraceala méthodedesapproximationsuccessies.

Exercicel2 :
On cherchdesracinesréellesdel’ équationz? = In(1 + ).

1. Montrerquela fonction F(z) = z? — In(1 + z) admetdeuxracines)'une
évidentequ’'on donneragt'autre quel’on notez (quel’on veutapprocher
dansla suite).

2. Localiserz dansunintenalle delongueurl/4.

3. Ecrirela méthodede Newtonrelative a F'. Donnerun choix dela condition
initiale desitérationsde Newton z, qui assurda cornvergencedu processus.

4. Soientlesméthoded’approximationsuccesiessuivantes

(a) Tpg1 = 4/ In (1 + ZEn) et (b) Tpy1 = 63% —1

Précisersi elles corvergentou divergent. En casde corvergenceindiquer
un choix dela conditioninitiale z.

Exercicel3 :

Soit F(z) = e* + 2z — 2, localisergraphiquemenia racinez de F'(z) = 0.
Endonneruneapproximatioravecuneerreurinférieurea 10~ enutilisantsimul-
tarémentla méthodede Newton etdela corde.

Exercicel4 :
Oncherchdesracineséellesdel’ équatione=* = z2. On pose

F(z)=e"—2?

1. Montrerquel’ équationF'(z) = 0 admetuneuniqueracinesurIR, quel'on
noteraz. Localiserz entredeuxentiersconscutifs; soit I I'intervalle ob-
tenu.

2. Soitla méthoded’approximationsuccessie suivante:

a:nH:xn—e’““—i-xi, xo € 1.

Cettesuitecorverget-elle versz, pourquoi?
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3. Soitla méthoded’approximationsuccessie suivante:

—Zn /2
.’En+1:€zn/ s .’Eoel

Cettesuitecorverget-elle versz, pourquoi?.

4. Ecrirelaméthodede Newton pour F'. Donnerunevaleurexplicite dex, qui
assurda convergencede la méthodede Newton (si cettecorveregenceest
possible)justifier.

5. Si 'une destrois méthodespropofesci-dessuscornverne, l'utiliser pour
donneruneapproximatiordez a10~2 pres.

Exercicel5 :
Onveutrésoudrd’ équatiomonlinairedansR, (1): F(z) =e*(z—1)—x =0
1. Parla méthodedu pointfixe:

(a) Montrer par une étudeanalytique puis par une étudegraphique gue
I’ équation(1) admetdeuxracinest, etz, quel'on localiserachacune
dansunintervalle delongueurl.

(b) Proposeunemthodeitétrative utilisantle pointfixe: 2 = g(x), laplus
simplepossiblepourl’ équation(1) (éviterla fonctionlog).

(c) Enutilsantle theoemedu point fixe, et la méthodeitératve z,,.; =
g(z,) ci-dessusavec z, donrgé, montrerque 'une desdeuxracines
(noteez, ) estattractve,l'autre répulsie.

(d) Montrerquedeuxitéressuccessifslela suitedonnentuunencadrement
delaracinez;.

(e) donnerenfonctiondek = mazx|g'(x)|, etdeey (Ole,, = x, — 1), le
nombred’itérationsN assuranta précision: |zy — Z;| < 107, p €
IN .

() montrerque l'ordre de cette méthodeest plus petit ou égala 1. Le
vérifiernumériguemerd la questiornci dessous.

(9) Donneralorscetteracinea 102 pres.
2. Parla méthodede Newton.
(a) Ecrirela méthodede Newtonrelativeal’ équation(1).

(b) Vérifier que cetteméthodecorverge versla racinez; et donnerune
valeurexplicite dela conditioninitiale =, qui assureettecorvergence.

(c) Donneralorscetteracinea 102 prés.

Exercicel6 :
Soit F' la fonctiondéfiniepar F(z) = cosz —ze* =0, 0<z <m7/2.
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1. Montrerquel’ équationF'(z) = 0 admetuneuniqueracinez dansl’inter-
valle [0, 7/2].
2. Soitla méthodeitérative suivante:

Tna1 = cos(xzy)e = g(zy,)
zo choisi.

(a) Montrer gu’en choisissantun intervalle [a,b] C [0,7/2], cette
méthodepeutcornvergerversz.

(b) Montrerque|z,, — Z| < k"|xy — Z|, onexpliciterak.
(c) Montrerquez € [0.45; 6]. Déterminerk danscecas.
(d) Donnerle nombred'itérationsV assurankin égalié: |zy —z| < 10~*

3. Ecrirela méthodede Newton pour F'. Donnerunevaleurexplicite dex, qui
assurda corvergencede la méthodede Newton versz.

Exercicel7 :

Soitlafonction F(z) = z* — 223 + 1, on seproposedetrouver lesracinesréelles
de F' parla méthodedesapproximationsuccessies(méthodedu point fixe que
I'on appliqueracorrectement)puis parla méthodede Newton.

1. (a) Montrer que F' pos®dedeux racinesréelles,une évidenteque I'on
donneral’autre z quel’on localiseradansunintervalle I delongueur
1/2.
(b) Etudierlacorvergenceyersz, destroisméthodestératvessuivantes
o € I donrget:
() Tpyr=2p =223 + 2,41,

(”) Tpy1 = m )
(i) zpp1 =2— é :
(c) Sil'une decesméthodesonvergel'utiliser pourdéterminerz 2102
pres.
2. (a) Ecrirela méthodede Newton pour F'.
(b) Vérifier le theoemede cornvergenceglobalede cetteméthodesur un
intervalle quevousdonnerez.

(c) Donnerune valeur explicite de x, qui assurela corvergencede la
méthodede Newton versz.
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(d) Détermineralorsz a102 pres.

Exercice18 :
Onveutrésoudrd’ équationnonlinéairedansiR, : F(z) = 0, ou I’ estuneap-
plicationdeuxfois continimentdérivablede IR dansIR, on proposdesitérations

donréesparz, 1 = g(z,) etzo donrédanslR(n =0,1---),00

* T)=x— P lt)
(+) 9(@) (F'(2))? — LF(2)F"(x)

1. Montrerquel’ordre de corvergencede cetteméthodeestaumoinségala 2.

2. Quel estle scremaitératif résultantde (x) pour calculer ¥/« a partir de
F(z)=12%—a, (0 € R).

3. Partantdez, = 1, donneralorsy/2 210~ pres.

Remarque Onrappellequ’'uneméthoder,, ., = g(z,) estd’ordrep sig(z) =
gz)=---=g¢P(z) = 0etg®(z) £ 0 (z etantla racinecherctee).
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2.8 Corrig ésdesexercices

Exercicel

(@) g(z) =1— isin(4z),z € IR.
Montronsqueg estcontractantsurilR,ona:

4 4
g'(z) = —cos(4z) etlg'(z)] < ¢,

donc,d’apresla propositionl, g estcontractantele rapportde contraction
inférieurou égala;.

(b) g(z) = 2+ Llzl,2 € [-1,1].
Soientz, y € [—1, 1], montronsque|g(z) — g(y)| < 3 |z — y|. Ona

1 1
lg(z) —g(y)| = 2+§I$|—2—§|y|
1
= §\|fv|—|y|\

1
< §\$—y‘

Eneffet, d'unemangregérérale,on peutmontrerque||z| — |y|| < |z —y|:
Supposongue|z| > |y| alors

2] = Jyl| = |z —y+yl—lyl
< |z —y|+|y| — |y|d’apresl’in égali€ triangulaire
<z -yl

Onfaitdemémesi |z| < |y|, d’ol le résultat||z| — |y|| < |z — y].
Ainsi, |g(z) — g(y)| < 3|z — y| etle rapportdecontractionestk = 3.
(€) g(z) = 3,z €[2,3].

Ona:

1

1 1
gdx)=—— et 4<$2<9©§§‘—— <

| =

2 2

doncvz € [2,3], |¢'(z)| < 1.
Ainsi, g estcontractantele rapportk <
(d) g(x) = Vz +2.

g estdéfiniesur|[—2, +o00[ maisn’y estpaslipschitzienne.

1
e



Méthodeswumériquesavec Java 55

En effet, g estlipschitziennesur I s'il existe uneconstantaéelle L > 0,
tellequeV(z,y) € I?, |g(x) — g(y)| < L|z — y|, c’estadire quele rapport
‘M , pourz # y, estborré.

r—Y
Posong; = —2. Cerapportvaut

‘g<x>—g(—2>‘ _VaFr_ 1

= 3 —+ o0
T+ 2 r+2  Jr+g2 =2
donc non bornablesur tout intervalle contenant—2 ; ainsi g ne peutétre
lipschitziennesur[—2, 4+o00].
En fait, on montrequeg estlipschitziennesurtoutintenalle [a, +oo[ avec

1 1
a > —2. Surcetintenalle, ¢'(z) = < . Ainsi, graceala
g(@) 2V +2 7 2¢y/a+2 g
1
ropositionl, g estlipschitziennede constantd, < ——.
Prop g P ~2/a+2
1
En outre, g estcontractantssi . < 1, doncsi ——— < 1, c’estadire
g 2v/a + 2

our —.
P a > 1

. —7
Enconclusiong estcontractantesur]j, +0o0.

Exercice2

o 1 e .
(a) Pointsfixesde g(x) = —. Rappelongju’un pointfixe de g estun point
xz

d'abscisser vérifiantg(z) = x. Paralusdelangagegt danstousles exer-
cicesqui suivent,on dira quex estle point fixe de g (aulieu del'abscisse
du pointfixede g).

Ici g estdéfiniesur R™ etona

gzy=2 = zyr=1 =z=1L1

x = 1 estclairementla seulesolutionsurR** de cetteéquationet estpar
conequente seulpointfixedeg.
Démontronde autrement

1
glzy=2 = ﬁ—x=0 = axvxr—1=0etz >0.
PosonsF'(z) = z/r — 1; F estcontinuesur IR" et dérivablesur IR} et
F'(z) = 3/ > 0, doncF eststrictementroissantesurR;. D’autre part,
F(0.1) < 0etF(2) > 0,doncF(0.1)F(2) < 0. Ainsi, d'aprésle theoeme
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de la valeurintermédiaire,il existe un etun seulréelc € [0.1,2] tel que
F(c) = 0; celui-ci estdoncle seulpoint fixe de g sur[0.1, 2]. Le lecteur
pourraaissmentdémontrerquecelarestevrai surtout R™*.

(b) Pointsfixesdeg(z) = e™".
PosonsF(z) = e™* — x. F estcontinueet dérivablesur IR, et F'(z) =
—e*—1 < 0,doncF eststrictementécroissanteD’autrepart, F(0) = 1
et F(1) = 1 — 1 < 0. D’aprésle theomede la valeur intermédiaire,
il existe un etun seulréelc € [0,1] tel que F(¢c) = 0. Ceréelestdonc
l'unique point fixe de g sur [0, 1]. De méme,on peutaissmentdémontrer
guecelarestevrai surtout IR.

(c) Pointsfixesdeg(z) = z + (z — 2)3.

g2)=2 = @-2°=0 = z=2

Donc2 estl'unique pointfixe de g surlR; cepointfixe estdit triple acause
dela puissance& duterme(z — 2).

(d) Pointsfixesdeg(z) = (z — 2)* + 2 — c
™

glz)=z = (x—2)2:€7r—w.

Appliguonsle théoemedela valeurintermédiairea

61‘

F(z)=(z-2)>- —
T
. F estcontinueetdérivablesur R.
F'(z) =2(z — 2) i
= —

Montronsquevz € IR, F'(x) < 0.
Pourcela,on étudiele signede F, ona:

z

F”(a:):2—6—>0 = €e<2r = z<In(2n),
™

Encongquencel"” eststrictementroissantesur]|—oo, In(27)], strictement
croissantesur ] In (2, co)[ et F'(In(27)) < 0. Ainsi, Vz € IR, F'(z) < 0,
doncF eststrictementécroissante.

D’apresle theoemede la valeurintermédiaire,il existe un et un seulréel
c € [A,In(27)[ tel queF(c) = 0. Cedernierestl'unique pointfixe deg.
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Exercice3

r=w—esin(z),w € R, || < 1.
Montronsqu'’il existeununiqueréelz € [w — 7, w + 7] solutiondel’ équation

F(z) =2 —w+esinz = 0.

Ona
F'(r) =1—ecosz > 0,cafe| <1,

ainsi F' estmonotoneOr,

Flw—-m) = —m4esin(w—7)<0
Flw+m) = m+esin(w—m)>0

donc,F(w — m)F(w + 7) < 0, etd’apresle theoemedela valeurintermédiaire,
il existeununiqueréelz € [w — 7,w + 7| telque F(z = 0).

exercice4

Soitl’ équationF'(z) = 2% — 100z + 1 = 0.
2?2 +1

100
- , L 2 +1
Etudionsdoncla méthodetératve z,, .1 = 100"

Remarquongout d’abord quesi cette m'ethogecorverge, elle corverge bien
versunedesracinesde F'(z) = 0, si z estla limite de la suite (z,), alorsz =
72 +1 o
xl(;) doncz? — 100z + 1 = 0, c'estadireque F(z) = 0.

Localisonda racinez decetteéquationOna F'(0) = 1 et F(1) = —98 donc
F(0)F(1) < 0, etcommeF estdérivablesurIR et F'(z) = 2z — 100 < 0 sur
[0, 1] alors,graceauthéoemede la valeurintermédiaire,il existe un uniqueréel
z € [0,1] solutiondel’ équationF'(x) = 0.

Onagi(0) = 4z > Oetgi(1) = & < 1. Commey; estmonotonesur IR*

100
(puisqueg] (z) = /50 > 0 surR™), onadoncy, ([0,1]) C [0, 1].
2

a)Posong); (z) =

estcontractantesur|0, 1] :

Démontronsjueg; (z) =

100
2241 y?+1
T e
1 2 2
= 10 /¥ ¥
[z +y

1
= -yl < —=lx—1vy|.
100 lz —y| < 50\96 y|
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T

Onauraitpuaussia propositionl, puisquey; (z) 20

doncg; contractant&erapportl /50.

Ainsi, Vzy € [0,1], zp41 = g1(z1) = mf(;gl converge versz, uniquesolution
dez? — 100z = 0 + 1 dans[0, 1].
Calculonscetteracinepartantdezy = 0, ona

etmaz1|g; (x)| = 1/50

zo = 0

1 = g1(zo) = 91(0) = ﬁ = 0.010001

2y = gi(z1) = ¢:(0.010001) = 0.01000100020001
23 = gi(z2) = ¢1(0.01000100020001) = ...

zy = gi(z3) =

Si on cherchez ac pres,on aréterales calculsa I'it érationp telle que |z, —
z,| < e. Ainsi la solutionz ici vaut0.010001 a107° pres.

b) L'autre solutionestobtenuegracea la méthodeitératve z,, .1 = go(z,) =
100 — i Cettequestiorestlais€eenexercice.

exercices

Soit I équationF(z) = 22® — z — 2 = 0. Il estclair que F estcontinueet
dérivablesurR.

OnaF(1) = —1, F(2) = 12,doncF(1)F(2) < 0. D’'autre part, F'(z) =
622 > 0 sur[1,2]. Donc,d’apresle theoemede la valeurintermédiaire,il existe
uneseulesolutionz € [1, 2] telleque F(z) = 0.

(a) Etudionsla corvergencede la suite z,, ., = ¢i(x,) = 222 — 2. Tout
d’abord, cette suite, si elle corverge, conduitbien & uneracinede F(z) = 0
carsi z estla limite dela suite(z,,), alors

1=23>-2 donc F(z)=2%"—-7-2=0.

Par ailleurs, g;(z) = 6x® > 6 sur[1,2]. Par con&quentgraceau theoreme
desaccroissement#nis, il existe&,, comprisentrex,, etz, ., telque

191(Tnt1) = 91(2n)]| = 91 (&) |Tni1 — 2l
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Donc
191(Tns1) — g1(zn)| > 6lTny1 — T4
2 62|xn - -Tn—1|
2 6n|$1 - .’L'()‘.

Ainsi, cettesuitediverge etla méthodeestarejeter
Lo 2 , .
(b) Etudionsla corvergencede z,, 11 = go(z,) = PYCRREE Cetteméthode si
Ty —
elle corverge conduitversla racinez de F'(x) dans|1, 2], carsi z estla limite de
la suite(z,,), alors

2
T=-——— donc F(z)=21*-22-1=0.
272 — 1
—8z
, —_—
8(6z% + 1)
n .
gQ (ZE) - (21_2 _ 1)3
1 2
9s +
g | -84

Encon€quencepn nepeutconcluresurla monotoniede g,. Cependanbn a

—8% 2 \?
Z)= —————  — 927
9%(%) = g _qp = 8 (295 - 1) !

or Z le pointfixe de F' vérifie

2
2z — 1
Doncgh(z) = —2z3, etcommeg), estcontinue,il existe un voisinageV dez tel
queV C [1,2], etVz € V, |g5(x)| > 2. Donccetteméthodenepeutpascorverger
d’apresla proposition3. En effet, graceautheoemedesaccroissementfnis, on
a|Tpi1 — Ty| > 2™z — 0] -

=1Z.
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(c) Etudionsla corvergencede z, 1 = g3(z,) = {1+ %" Si elle corverge,

cetteméthodeconduitala racinede F'(xz) = 0 dans|1, 2] carsi z estla limite de
la suite(z,,), alors

T=4/1+> donc z*=1+> et F(z)=21"-21—-1=0.

N | &I
N | 8

Ona

0<gi(z) = ————=<1,

doncgs eststrictementontractante’aprésla propositionl. D’autrepart,gs (1) =
f/g > 1, g3(2) = V2 < 2, or g3 estmonotonedonc gs([1,2]) C [1,2]. Donc
d’apresle theomedu pointfixe, la suite

{:coe 1,2]

Tnt1 = g3(xp)

corvergeversl’'uniqueracinez € [1,2] del’ équationr = gs(z).
Calculnumériquede cetteracinea 102 pres,apartirdezy = 1 :

n |0 1 2 3 4
r, | 1] 1.144]| 1162 | 1.165| 0.165

Doncz = 1.165 estsolutiondel’ équatiora 102 pres.

exerciceb

Soitl’ équationz = In(1 + z) + 0.2 dansR™.
Consiceronsla méthodetérative définie par:

Tni1 = g(zp) =In(1 + z,) + 0.2

Montronsd’abordl’existenced’une solutionpourcetteéquation.

Soit F(z) = In(1 +z) + 0,2 -z = 0,0naF'(r) = % < 0 surlR*, donc
I’équationF'(x) = 0 admetau plusuneracine.D’autrepartona F'(0) = 0.2 et
F(1) =In2-0.8 < 0,doncF(0)F(1) < 0; ainsi,d’apresle theomede la
valeurintermédiaire,il existe uneuniqueracinez € [0, 1] solutiondel’ équation
F(z)=0.

Appliguonsla Méthodedu pointfixe pourg(z) = In(1 + z) + 0, 2.
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g estcontractantesur I = [a, b] C]0, 1] car

1

= < 1.
1+z

Ve e I,0< ¢ ()

Donc, si g([a,b]) C [a,b], d’apresle theoemedu point fixe, il existe une
uniqueracinez € [a, b] solutiondel’ équationF'(z) = 0.

Par exemple, on vérifie que ¢([0.7,0.8]) C [0.7,0.8]. En effetg(0.7) =
0.73... > 0.7 etg(0.8) = 0.78... < 0.8.

Calculnumériquedecetteracinea10 2 et 102 pres:

n | 0O 1 2 3 4 5 6 7 8 9

z, | 0.7]0.730| 0.748| 0.758| 0.764 | 0.767 | 0.769| 0.770| 0.771| 0.771

Ainsi laracinechercteeestz = 0.76 a10~2 prés,etz = 0.771 21073 pres.

exercice7
Soitl' équationr = g(z) ol g(z) = —Inz.

1. 1) PosonsF(z) = z — g(z) = z + In(z), Vz € IR*". Appliquonsle
theoemedela valeurintermédiairea F' sur|a, 1] ot 0 < a < 1.
F estcontinuesur(a, 1], Va €]0,1].Vz € [a,1], F'(z) = 1+ etF'(z) >
0, doncF eststrictemenmonotonesur|a, 1].

D'autrepartona F'(1) = 1 > 0, etcomme lim In(z) = —oo0, alorsil
z—0t

existea €]0, 1] tel queln(a) < —a < 0; parcongquent,F'(1)F(a) < 0,
etd’'apresle theoremedela valeurintermédiaire, il existeununiquez €
[a,1] (d'ouz €]0, 1]) telque F(z) = 0, etdonctel quez = ¢(Z) = InZ.

2) Siz,1 = g(x,) corverge,elle conduitbienala racinedel’ équationcar
cettedernereveérifiez = ¢g(z) donc

z=—-In(z) = z+In(xz)=0

Mais,Vz € [a,1[,¢'(z) = —1, et|g'(z)| > 1 doncla méthodez,, =
—In(z,) divergepourtoutz, € [a, 1[.

3) ¢! existe car g estcontinueet strictementcroissantedonc bijective.
Montronsquez,,; = g~ '(x,) estcorvemgente.
Attention a la notationutilisée: ¢g—! désignela réciproquede g et non

1
g(z)’
g " estdérivableetona (g ') = =

En effet, d’'une maniregérérale(u o v)’ = (u' o v)v', par congquent
(gog™)(x) = (g'0g7)(@)(g7") (2).
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Or,gog ! = Id, donc(go g ') = 1. Onabienalors (¢ (z) =
1

gogt

Or, on a monte queVz € [a, 1], |¢'(x)| > 1. Maisg~' = e~%, donc

y = g *(z) €le !, e %, care * estdecroissantePuisques > 0, alors

ev<e’=1,doncO <y < 1letlg(y) = > 1

Parcongquent(¢~!)'(z)| < 1.
Ainsi la méthodez,,;; = g !(x,) convergeauvoisinagede z, d'aprésla

proposition2.
4) Posong,, = x, — T eth(zr) = e *. Laméthodez, ; = e *~ cornvemge
(dailleurs,onah’(z) = —e™* et|h'(z)| = e™* < 1,Vx € R%). D'autre

part,graceauthéoemedesaccroissementinis on saitqu’au voisinage
dez, il existe&, comprisentrez,, etz tel que:

€nt1 = Tny1 — T = h(zn) — h(Z) = I (&) (2n — 7).

Ainsi, e, 11 = W (&)en. OF, W' (z) < 0Vx € IR*". Donce,; ete, sont
designesoppo$£s,parconequenteuxitérationssuccessiesdonnentun
encadrementez.

5) Untestd'arrétdesitérationsest: |e, 11 — e,| = |Tpi1 — Tn| < e = 107"
Prenond = [a,1] aveca = 0.1. Onabien|h/(z)| < 1 surl eth(l) C I
car:

R(0.1)=e % > 0.1
1
h(l)=- < 1

eth(z) = e~* estmonotonesur[0.1, 1]
Calculnunériguedela racinea 102 prés.Soit doncla méthoder,, ., =
e "retry=1

n [0 1 2 3 4 5 6 7 8

z, | 1] 0.367| 0.692| 0.500| 0.606| 0.545 | 0.579 | 0.560 | 0.571

n 9 10 11 12 13 14 15
z, | 0.564 | 0.568 | 0.566 | 0.567 | 0.566 | 0.567 | 0.567

Ainsi laracinechercteeestz = 0.567 a10~2 pres.

2. Méthodede Newton.
Soit F(z) = = — e ® = 0, F estclairementindéfinimentdérivable. La
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méthodede Newton s’écrit,

F(z,) A

T ST T i) T e

D’autrepartona F(0) = —1 < 0etF(1) = 1—1 > 0,doncF(1)F(0) < 0
et la racineestsituée dans|0, 1], elle estuniquepuisqueF' eststrictem-
net monotonecar F'(z) = 1+ e * > 0 pourtoutz € R. On a aussi
F"(z) = —e ® < 0 pourtoutz € R. Ainsi d’apresle theoremede corver-
genceglobalede cetteméthode(voir theoeme3), pourtout z, € [0, 1] tel
que F'(xo)F"(z) > 0 I'it érationde Newton corverge. Prenonsalors, par
exemple,z, = 0, alorsF'(0)F"(0) = 1/e > 0, doncla méthode

T, —e

1+e o

Tpn+1 = Tp —

corvegeraversl’'unique racinez del’ équation.
Calculnumérique
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2.9 Mise enocuvre enJava

On présentedansla suite,la miseen ceuvrede la méthodede Lagrange(cf.
paragraphe.4) ainsi que la méthodede Stefenson(cf. paragraphe.5). Cette
dernire est écrite sousune forme gérérique, permettania compositiond’une
méthodeitérative quelconqueavec le procede A? d’'Aitk en. Nousillustrons ces
programmespar desexemplesde calcul qui permettentde comparercesdeux
méthodes.

2.9.1 Uneclasseabstraite de description de processust ératifs

Nous allons utiliser dans la suite deux processusitératifs, a savoir les
méthodegde Lagrangeet de Stefensen.Cesdeux processusontbagssur des
calculssimilaires: calculd’'une formule de récurrenceet processusle répatition
jusqu'a une éventuellecorvergence liée a un critere donré. Beaucoupd’autres
sckemasnumeériquessont susceptiblesle suivre de tels processusPour cette
raison, nous avons commené par définir une classeabstraite de description
d’'un processustératif, appeée lterGene . Cetteclasseest abstmite car elle
contientune méthodeabstraite, non implémenée, correspondané la formule
de récurrenceCelle-civa dépendrede la formule spécifiqued’une classeparti-
culierequi endérivera.Par contre,un sciemade constructiorde suiterécurrente,
susceptiblede corverger, peut étre implémené dans cette classeabstraite en
s'appuyansursaformulederécurrenceelle-mémeabstmite.

Il nous faut gérer la corvemgence d'un processusitératif grace a une
vérification de pseudo-stabil& sur deuxitérés successifsDansle casou il n'y
a pascorvergence,un nombremaximumd’it érationsest preécefini et permetde
stoppelle processudDanscecas,il restealorsarenseignetesprogrammesppe-
lant de la non-comvergence.Pourcela, nousutilisonsun mécanismel’exception
qui estspecifiqguementadapé auntel traitement il seraalorscapabledefairere-
monter encascadd;information denon-cowvergenceauxdifférentgorogrammes
appelantsOn définitalorsuneclasseexceptionélémentairecapabled’ étreévaluée
sousla forme d’une chdne de carackreset implémentantpour cela,la méthode
toString

class NonConvergence Excepti on extends Exception {
public  String  toString() { return("Defaut de convergence");

}

Nouspouwnsalorsdéfinir la classdterGene  qui estcompoge:
— desdonreesxn, epsilon, maxiter qui correspondentespectre-
ment, au terme courantdu processustératif, a la précisisonde corver
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genceet au nombremaximund’it érationsautoriges.On implémentedes

méthodegpermettantefixerleursvaleurs
— d’'uneméthodeabstrited’it érationiter

, Sangaranetre,quiactualiserde

termecourantdu processugératif. Nousdécrivonsaussiuneautreversion

de cetteméthode,ter

, &/ec un parangtre qui corresponca une misea

jour dutermecourantavantl’applicationdu processugératif;

— d’'un calculde suiterecurrentecalculSuite

s’appuyantsurla méthode

d’itération et écrite sousdeux versions: sansparangtre ou avec un pa-
rametre booleenqui permetd’afficher une trace destermessuccessifsle

la suitecalcuke.

import java.lang.*;

import  java.io.*;

abstract class IterGene {
double xn; /Il  terme courant de la suite
double epsilon; /I precision de convergence
int maxliter; /I  nombre maxi d'iterations
/[ fixe la valeur du terme initial de la suite
public void set xn(double x0) { xn x0; }
/I fixe la valeur de la precision
public  void set_epsilon(dou bl e precision) { epsilon = precision;
/I fixe le nombre maxi d'iterations
public void set _maxliter(int m) { maxiter = m; }
/I methode abstraite du calcul d'une iteration

/[ a partir de xn courant
abstract  public  double iter() ;
/I methode de calcul dune iteration
/I a partir d'une valeur x donne
public  double iter(double X) {
set_xn(x);
return iter();
}
/[ calcul dune suite recurrente
lla  partir de iter et jusqu'a convergence
public  double calculSuite(boo le an trace)
throws NonConvergenceEx ceptio n {

}
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double xOld;
int  nblter=0;
if (trace) {
System.out.prin tl n("v al eur s successives calculees M),
System.out.prin tl n(xn);
}
do {
xOld=xn;
iter();
nblter++;
if (trace)
{ System.out.prin tt n(" it er. "+nblter+" : "+xn);}

} while (Math.abs(xn-xO Id ) > epsilon && nblter <= maxliter);
if (nblter > maxlter) throw new NonConvergenceE xcept io n();

return  xn;
}
public  double calculSuite 0
throws NonConvergenceEx ceptio n {
return  calculSuite(fa Is e);
}

2.9.2 La méthodedeLagrange

Nous décrivons, maintenantja classemettanten ceuvrela méthodede La-
grange vue dansle paragraph&.4 et qui, a partir d’'une applicationF' continue,
strictemenimonotonesur [a, b] ettelle que F(a) F(b) < 0, construitle processus
itératif suvant:

{ xo = a oub, desortequeF (zq)F"(xy) > 0

Tpt1 = Ty — F(xn)%

La classelterLagrange esttelle que son constructeumposde les pa-
rametressuivants: la valeurinitiale x, et unefonction quelconqueéelled’'une
variableréelle(lesréelsétantrepesengsparle typedouble ).

Le passagal’une fonction, commeparangtre, se fait gracea uneinterface
qui seraimplémenéeeffectivement,par la fonction particuliere utilisée (comme
décriten1.5.7).Cetteinterfaceproposeuneméthoded’évaluationcalcul  dela
fonctionpourun paranetredonreé. Elle s’écrit:

interface FoncD2D { double calcul(double X); }
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LaclassdterLagrange , quidérivedela classdterGene |, s’écritalors:

import  IterGene;
import  FoncD2D;

class IterLagrange extends IterGene {
FoncD2D f; /I fonction dont on recherche le zero
double x0; /I bornes de lintervalle de calcul

/I constructeurs

IterLagrange(F oncD2D fonc, double xini) {
f=fonc; X0=xini;
epsilon=0.001;
maxIter=100;

}

/l calcul d'une iteration
public  double iter() {
xn = xn - f.calcul(xn)*(x n- x0) /
(f.calcul(xn)- f. calcu I( x0)) ;
return  xn;

Nousprésentonsi-dessousnprogrammaeletestdela méthodedeLagrange,
encommeneantpardéfinirlafonction F', dansuneclasseamplémentantinterface
FoncD2D correspondard :

F(z) = X* — 8 surlintervalle 1, 5]

La valeurinitiale de la suiterécurrentesstla borne5, qui satishit a la condition
expriméepréccdemment.

Le programmecorrespondarg’écrit :

import  java.io.*;
import  FoncD2D;
import  IterLagrange;

class MaFonction implements FoncD2D {
public  double calcul(double X) |
return X*X*X-8;

}
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class TestLagrange {
public  static void main(String argsl]) {
MaFonction f = new MaFonction();

IterLagrange rechercheZero = new lterLagrange(f 5);
rechercheZero. set e psil on(1E-6);
try {
double resultat = rechercheZero. calcu IS ui te (t rue);
System.out.prin tt n("l e zero trouve vaut : "+resultat);
}

catch(NonConve rg enceExcepti on e) {
System.out.prin tl n(e);

}

Nousdonnongi-apesunetracedel’exécutionmontrantia corvergencedela
recherchen45itérations:

java TestLagrange

valeurs  successives calculees

5.0

iter. 1 1.225806451612 903 iter. 2 2.87747697460228 84
iter. 3 : 1.575783340029 592 iter. 4 . 2.38370644844686 86
iter. 5 @ 1.772135791772 5993 iter. 6 @ 2.18391211133646 5
iter. 7 : 1.880128484322 9529 iter. 8 : 2.09119054405803 2
iter. 9 @ 1.937801213927 3417 iter. 10 : 2.0458883891378 012
iter. 11 : 1.96798089428787 63 iter. 12 : 2.0232527320893 645
iter. 13 : 1.98358752829891 95 iter. 14 : 2.0118228594708 57
iter. 15 : 1.99160618434879 87 iter. 16 : 2.0060215595949 76
iter. 17 : 1.99571217077349 1 iter. 18 : 2.0030695016733 913
iter. 19 : 1.99781095525712 26 iter. 20 : 2.0015653653672 2
iter. 21 : 1.99888278140132 5 iter. 22 : 2.0007984720226 16
iter. 23 : 1.99942989696420 61 iter. 24 : 2.0004073358780 3
iter. 25 : 1.99970910674170 03 iter. 26 : 2.0002078119872 224
iter. 27 : 1.99985157872901 03 iter. 28 : 2.0001060232863 277
iter. 29 : 1.99992427321032 75 iter. 30 : 2.0000540926706 9
iter. 31 : 1.99996136345291 68 iter. 32 : 2.0000275980820 095
iter. 33 : 1.99998028736406 7 iter. 34 : 2.0000140805969 857
iter. 35 : 1.99998994250355 52 iter. 36 : 2.0000071839631 905
iter. 37 : 1.99999486861667 95 iter. 38 : 2.0000036652834 73
iter. 39 : 1.99999738194531 14 iter. 40 : 2.0000018700415 81

iter. 41 : 1.99999866425729 8 iter. 42 : 2.0000009541025 854
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iter. 43 : 1.99999931849848 77 iter. 44 : 2.0000004867869 65
iter. 45 : 1.99999965229511 2
le zero trouve vaut : 1.99999965229511 2

2.9.3 La méthodede Steffensen

Nous effectuons, maintenant, une implémentation de la méthode
d’accéleration de Stefesen qui composele proccce A? d’Aitken avec une
méthodeitératve, notee g. Nous utilisons la formulation stabledécrite dansle
paragraph@.5:

1
Uy = Tn, U1 = g(uo), uz:g(ul),xmlzul—i-ﬁ n=0,1,2---

U2—UuU1 U1—uo

La classesuivante,lterSteffensen , permetcettecompositionavec une
méthodeitératve quelconquequi dérive de la classegéréralelterGene . Par
ailleurs, elle dérive elle-mémede la classelterGene , entant que processus
itératif. Elle s’écritalors:

import  IterGene;

class IterSteffensen extends IterGene {
lterGene g; /I methode iterative a composer avec d2 d’aitken

/I constructeur
IterSteffensen (I te rGene fonc, double xini) {
g=fonc;  xn=xini; epsilon=0.001; maxlter=100;

}

/l calcul d'une iteration
public  double iter() {
double ul = g.iter(xn);
double u2 = g.iter(ul);
xn = ul + 1./( (1./(u2-ul)) -(1./(ul-xn)) )i
return  xn;

Nousdonnonsci-apesun programmepermettantde testercetteméthodeet
utilisant la méthodede Lagrange,comme processustératif a coupleravec le
procece A? d’'Aitk en. La fonction F', donton cherchele zéro, estla mémeque
dansle paragraph@récdent.On partdela mémevaleurinitiale z, eton utilise
la mémeprécisiondecalcul.
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import  java.io.*;
import  FoncD2D;
import  IterLagrange;
import  IterSteffensen;

class MaFonction implements FoncD2D {
public  double calcul(double X) {
return  X*x*x-8;
}
}

class TestSteffensen {
public  static void main(String argsl]) {

MaFonction f = new MaFonction();

IterLagrange methodeLagrang e = new lterLagrange(f 1, 5 /5);

IterSteffensen methodeSteffens en =
new lIterSteffensen( meth odelLagr ange, 5);

methodeSteffen sen.s et _epsil on( 1E-6);

try {
double resultat = methodeSteffen sen.c al culS ui te( tr ue);
System.out.prin tt n("l e zero trouve vaut : "+resultat);

}

catch(NonConve rg enceExcepti on e) {
System.out.prin tl n(e);

}

Nousdonnongci-apes,unetracede I'exécutionmontrantde manierespecta-
culairel'accelerationde la corvergence par rapporta la méthodede Lagrange,
pourlesmémesconditions En effet, on passale 45 a5 itérationgpourobtenirun
résultatfinal qui estplusprécis.

java TestSteffensen

valeurs  successives calculees

5.0
iter. 1 : 2374697052247 919 iter. 2 : 2.017458551479 4128
iter. 3 : 2.000046185893 817 iter. 4 : 2.000000000326 4917

iter. 5: 20
le zero trouve vaut : 2.0



Chapitre 3

Réesolutiondessysemeslin eaires
AX =B

On note M,,(IR), I'espacevectorieldesmatricescaréesd’'ordre n et a co-
efficientsréels.Soit A € M,,(IR) et B € IR", on cherchele vecteurX < IR",
solutiondu sysemelinéaire AX = B. Ce sysemeadmetune solutionunique
lorsquele déterminande A estnonnul, cequenoussupposerondansla suite.
Remarguongjue la résolutionde ce sysemea l'aide desformulesde Cramer
estimpraticablelorsquen est‘grand’, car cesformulesnécessitenapproxima-
tivementn!n? opérationsarithmétiquesélementaires par exemplesi n=15, cela
repesentedel’ordre de4 moisdecalculpourun ordinateurmoyeneffectuant1 0
opérationsala secondeCetempsde calculéwluede manereexponentielleavec
n.
Nousrappelonsiansla suiteles principalesméthodesbeaucoupplusrapidescar
‘polynomialesentemps’:

. Quelquesnéthodedlirectes. Gaussetsaformefactorie LU
. Quelquesnéthodestératives: Jacobiet Gauss-Seidel.

Les méthodedlirectescalculentunesolutionthéoriqueexacte,enun nombre
fini d’opérations,mais avec une accumulationd’erreursd’arrondisqui d’autant
plusgrandequela dimension’est.

Par congquent,pour desmatricesde dimensionimportante,l estpréférable
d’utiliser desméthodestératves bagessur la constructiond’une suite corver-
genteversla solutiondu syseme.Danscecas,le contdle dela corvergencedela
suiteparuneconditiond’arrét rernvoie unesolutionplusprécise.

71



Méthodeswumériquesavec Java 72

3.1 Meéthoded’ élimination de Gauss

La méthodede Gaussengendreun algorithmefini exact dont I'id ée estde
transformeie sysemeinitial enun sysemetriangulaire(inférieurou sugérieur).

3.1.1 Reésolutiond’'un sysemetriangulair e

Ondonneici I'algorithme derésolutiond’un sysemetriangulaireinférieur Il
sefait en“remontant’leséquationgiela dernereligne ala preméire.
Soitdoncle sysemeAX = B ol A = (a;;);,j—1,, €Sttriangulaireinférieureet
inversible.Danscecas,Vi = 1---n, a; # 0 puisqueDet(A) =[], a; # 0.
L'algorithmederésolutionest:

xn:b_n

ann
et

.Tizl

air (0 — Z?:m aijz;) pouri=n—1,..,1

3.1.2 Meéethodede Gauss

Pourla clarte desexplications,on appliquela méthodede Gaussdansle cas
ou n=3.0nsupposauea;; # 0.

a11T1 + G12%2 + a1323 = by ¢ Lgl)
(1) : (2171 + G22Tp + A93T3 = by - Lél)
a31T1 + 32T + A33T3 = b3 . Lgl)

Onéliminele termeay; z; dansaligne LY graceala combinaisorz.” — 2z (V)

ail

etle termeay; z; dansL{"’ graceala combinaison.{” — %Lgl) cequidonnele
sysemeA®@z = B® equivalentausysemeinitial :

(1171 + G12%2 + a13x3 = by : Lﬁl)
@) - oDz + aDay =0 ;LY
a:%)a:g + a%)xg = b:(f) : L:(f)
oUal) =a; — %ay; i=2,3 et j=23et b =b; — 4ip,.

Ensuite,ensupposangiueas, # 0, onéliminele termea:%)xz danng") grace
@)

alacombinaisor.$” — %2 1YY cequidonnele systmeA®z = B®) equivalent
A3

ausysemeinitial :
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a1 =+ 1979 -+ a13T3 — b1 : Lgl)
(3) : a$)zy + aas =6 ¢ LY
a:(,f;,)xg = b(?’) : Lg?’)
ol afy) =df — “522) asy et b = b — “g—g)b

Le sysEmeobtenuestdonctrlanguIalre Onle résoutgraceal’algorithmedu
paragraph@récedent.

3.1.3 Factorisation LU

L’ étapede triangularisationde la méthodeprécdenterevient a factoriserla
matrice A en un produit de deux matricestriangulaires’'une sugerieurel’autre
inférieure.En effet, les diff'erentes’etapes:ie la triangularisatiorpeU\ents écrire
sousforme matricielle.Si on poseA = A", la matriceA® du secondsyseéme
estobtenueenmultiplianta gauched™ par

MO = -
—as1
ari

S = O
— O O

onadonc
a1 Q12 Q13
2 2
0 a3y ag;

De mémela matriceA® dutroisiemesysemeveérifie A®) = M A?) oy

1 0 0

M@ = 0 1 0
(2)

0 %2 1

onadonc
ai; Q12 Q13
ABG) = @ M A0 = 0 g22) a%)
0 0 a
Ainsi AV = (M@ MO)=1AG) (M)~ (M@)~1A®), Les matricesM )

et M@ sontinversiblescarleursdéterminantsonttouségauxa 1 etleursinverses
sontfacilesa calculer En effet, on peutvérifier qu’on les obtiententransformant
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enleur oppo® lestermesfigurantsousla diagonalees autrestermesrestantin-
changs.Ontrouve alors

1 0 0

L= (MO (@)1 — L 1 0
(M)~ (M) ar

a1 %3

ail (2)

SionposelU = A®), qui esttriangulairesuperieure,A peutalorss’écrirecomme
le produitdesdeuxmatricesL etU :

A=LU

Finalement,on obtientla solution X du syseémeinitial AX = B enrésohant
successiementiesdeuxsysemessuivants:

LY =B
UX =Y

Cecisegéreraliseaunematriced’ordren. Le lecteurpourrale traiterenexer
cice.Colmplementécrit surbrouillon

Remarque 5 Lorsquen est“grand”, le nombe d’opérations de I'algorithme
de résolutiondu sysémetriangulaire est équivalenta n?, car il requiert pour
chaquez; : (n-i) multiplications,(n-i) soustactionset unedivision, soit au total
Yw,(2(n — i) + 1) opérations. D’autre part, le nombe d’opérations de I'al-
gorithmede triangularisationestde I'or dre de n®. Donc, la résolutioncompkte
nécessiteau total un nombe d’opérationséquivalenta n3. Pour n = 15, surla
mémeconfiguation de madine quecelle citteendéhut du chapitre, il faudra de

I'ordre d’une secondepour la résolutiontotale du syseme

Faireunparagrapheompletsurla méthodedespivotslignes... plusremarque
surle pivotagecolonnes.

3.1.4 Remarque sur le Pivot

A chaqueétapede calcul le pivot a,(c'z_l) doit &trenon nul, sinonune permu-
tation de lignes ou de colonness’impose.Sur le plan numériquesi le pivot est
“trop petit” (par rapportaux autrescoeficientsde la matriceou par rapporta la
précisisonde la machine) Je cumul deserreursnumériquespeutétreimportant.
Ainsi pour desraisonsde stabilitt numeérique,il faut effectuerdespermutations
de lignes ou de colonnesde fagon a aboutir a un pivot “plus grand”. On dira
gue I'on fait un pivotagetotal lorsqu’on permutedes lignes et des colonnes,
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sinonle pivotageestdit partiel. Si on n’effectuequ’un pivotagepartiel sur les
lignes,celanerevient qu’a changen’ordre d’'énunérationdeslignesdu syseme
qui n’estdoncpasmaodifié. Lorsquel’on effectueun échangele colonnescela
revient a permuterles élémentsdu vecteurinconnu X qui seradonc différent
de la solutiondu sysemeinitial. D’une mankre pratique,dansce derniercas,
il estdoncnécessairele mémorisertoutesles permutationgle colonnesafin de
pouwoir reconstruirele vecteursolution en respectant’ordre de sesélements
correspondardu sysemeinitial.

(la notion de petitessalépendde la précisionde I'ordinateur utilis€), I'erreur
d’arrondiou de troncaturepeutétre’grande’, donc, pour desraisonsde stabilite
numérique,il fautaussiameneipar permutationde ligne ou de colonnede fagon
a avoir un pivot asseZgrand’ enmodule; on fait alorsun pivotage.Remargouns
quesi le pivot estnul apestout pivotagealorsla matrice A estsinguliere.

Exemple5 A l'aide d’un ordinateurfictif & 3 chiffres degmaux significatifsla
résolutiondu sysemeci-dessousgui esttraiteedansl’exercice 22 .

107z +y =1
T4y =2

donne

— sanspermutationdelignes,la solution(0,1) ;

— avecpermutationdelignes,la solution(1, 1).
La solutionexacteest(1.0001, 0.9999), cequi monte quela premere solutionest
faussealors quela deuxemeestla meilleure quel’on puisseobtenir compte-tenu
dela précisiondela madine

COMPLETERcecours
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3.2 Enoncésdesexercicescorriges

Exercice19 :
Soitle syseémelinéairesuivant:

3:131 — 2.’132 + T3 = 2
(1) 21131 + T + 23 7
4$1 - 3332 + 2333 = 4

a) Résoudrece sysemeparla méthodede Gauss.

b) Factoriserla matrice A du sysemeen produit LU ou L estune matricetri-
angulaireinférieure (avec des1 sur la diagonaleprincipale) et U triangulaire
superieure puisrésoudrecesyseme.

Exercice20 :
1 0 -3 T
Soitle sysemelinéaireAX =Bou:A=| 0 1 2 |, X=| zo |,et
4 -3 0 T3
2
B = 5 . Factoriseda matrice A enproduit LU puisrésoudrde syseéme.
-1
Exercice2l :
2 3 -1 1
Soitle sysemelinéaireAX = Bou: A = 4 4 -3 |, X=1| 2o |,
-2 3 -1 T3
2
et B= 0

-1

1. Factoriseda matriceA enproduit LU puisrésoudrde syseme.

2. Trouver A~! (onrappellequesi M etN sontdeuxmatricegn,n)inversibles
alors(MN)=' = N-1M—1).

Exercice22 :
Soitle syseémelinéaire:
ex+y =1

(2) { r+y =2
Appliquerla méthodede Gaussa ce syseme:
a) directement,
b) enpermutantesdeuxlignesdu syseme.
Applicationavece = 10~* etun ordinateuffictif a 3 chiffres décimauxsignifica-
tifs. Qu’obtient-ondanslesdeuxcas? expliquercesrésultats
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Exercice23 :

Résoudrde sysemesuivant:

a) Enrepresentantesnombresenvirguleflottanteavec8 chiffressignificatifs,
b) puisexactement,

3) T4y =2
(14+10®%)z+y =2+10"°

Exercice24 :
On appliquela méthodede Gaussau sysemetridiagonalsuivant:

bl C1 0 0 O 0 ( T kl \

[¢5) bg Co 0 0 i) kQ

0 as b3 C3 0 T3 k'3

0 0

0 0 Up—1 bnfl Cn—1 Tp-1 knfl
\ 0 0 0 a by ) \ z, \ k.

Montrerquela triangularisatiorrevient a poser.

(¢, =0
wy = & — ki
1= b1? gl b
{ w,=—"—  pouri=2,...,n
]gi — Q;W;—1
— QY1 .
yi = 5 7 Qi1 pouri=2, ...,n.
L b; — a;w;—

Evaluerle nombred 'opérationsnécessaires; comprisla résolutiondu syseme
triangulaire.

Exercice25 :

Résolutiond’un sysemenonlinéairedansiR?

T —a? —y? 0 (1)
y—z*+y? = 0 (2)
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3.3 Enoncésdesexercicesnon corrig eés

Exercice26 :
Résoudrgpar Gausdlirect, puis parfactorisatiorde la matricele syseme:

r+5+%2 =1
g+§+§ =0
i 4 _
f+¥4+Z2 =0

Exercice27 :
Soitle sysemelinéaireendimension3, AX = B, ou« et sontdeuxréelset
1 2 3 T B
A= 0 a1 , X=1 z et B = 2
3 3 6 T3 0

1. Donnerla déecompositionLU de A ou L estunematricetriangulairea dia-
gonaleunité et U unematricetriangulairesuperieure.Pourquellesvaleurs
de « cettedecompositiorexiste.

2. Pourquellesvaleursde a et 5 ce sysemeadmetunesolutionunique; don-
nercettesolution.

3. Enutilisantla decomposition.U trouver A~ lorsqu’elleexiste.

Exercice28 :

Soitle sysemelinéaireendimensiod, CX =d, ou:

30 -1 0 T 1
21 5 0 T 3

= 3 — _
“=l110 | X5 |tdm] 1
00 0 1 24 5

1. Larésolutiondecesysemepeutétrerameréea celled’'un sysemelinéaire
de dimensiontrois, I'inconnue z, étantfacile a déterminer Donnercette
inconnueetle syseme3 x 3 restantguel’'on noteradxz = b.

2. Factoriserla matrice A en produit LU (ou L esttriangulaireinféieurea
diagonaleunité et U triangulairesugerieure)puisrésoudrde syseéme.

3. De A = LU déduireA!;

Exercice29 :
Soitle sysemelinéaireendimensiord, CX = d, ou:
7 0 0 0 T -5
o 1 1 -1 | 1
C=1lo 2 0 3| X7 &|tI=] 3

0 -2 1 2 T4 -3
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1. Larésolutiondecesysemepeutétrerameréea celled’'un sysemelinéaire
de dimensiontrois, I'inconnue z; étantfacile a déterminer Donnercette
inconnueet le syseme 3X3 restant,que I'on noteraAx = b, (x =
($2,333,$4)T)-

2. Factoriserla matrice A en produit LU (ou L esttriangulaireinférieurea
diagonaleunité et U triangulairesugerieure) puisrésoudrde syseme.

Exercice30 :
Soitle sysemelinéaireendimensiod, CX = d, ou:
1 2 0 3 T 0
2203 I 1
“=looaol| X7 et d=|
33 0 3 T4 0

1. Larésolutiondecesysemepeutétrerameréea celled’'un sysemelinéaire
de dimensiontrois. Quelle estl'inconnue z; facile a déterminer Donner
cetteinconnueet le syseme3X3 restantquel’on noteradz = b.

2. Factoriserla matrice A en produit LU (ou L esttriangulaireinférieurea
diagonaleunité et U triangulairesugerieure)puisrésoudrde syseme.

3. Trouver AL,
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3.4 Corrig ésdesexercices

exercicel9

31’1 — 2372 + T3 = 2
2.%'1 + 29 + 23
43’)1 - 3332 + 2.’1}3 = 4

|
~J

Cesysemes’écritsouslaforme AX = B, ou

3 -2 1 2
A=12 11 etB=| 7
4 -3 2 4

Posonsd(!) = 4, oncalculeA® = MM AN ol

100
1) __ 2
MO=1]-210 [,
-3 01
dou:
3 -2 1
2) 7 1
A =10 I 3
0 5 3
oncalculeA® = M@ A ol
1 00
M@ =1010
1
011
Donc,
3 -2 1
3) _ 7 1
AV =10 I3
5
0 0 2

La matriceA® estainsitriangulairesugérieure c’estla matriceU rechercke.
D’autrepart,ona A® = M® A®) = M@ MM AM  onendéduitdoncque

AL — (M(l))—l(M(Q))—l AB)
b U
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Ainsi, A = A = LU, avec

1 00 1 00 1 00
L= 210 0 10]l=12%2 10
101 0 -+ 1 b1y
3 7 3 7
Onaainsifactori£ A souslaforme:
1 00 3 -2 1
A= 2 10 o I3
11 0 0 B
3 7 7

Présantatiorde la méthoded’identification

RésoudreA X = B revientarésoudreLUX = B. OnposealorsY = UX, la
résolutiondu syseémeinitial revientarésoudresuccessiementiesdeuxsysemes
triangulaires

LY = B
UX =Y
LY =B <+« 2 10 yo | =17 = V=7
4 1 15
5 —7 L Ys 4 T
Finalementpnrésout
3 -2 1 T 2 1
UX =Y <+ 0 I 3 z | =| ¥ = X=] 2
0o 02 3 2 3
Exercice20
Soitle syseémelinéaireAX = B ou:
1 0 -3 2
A=10 1 2 etB = )
4 -3 0 -1

Factorisonda matriceA enproduit LU.
PosonsA(®) = A, oncalculeA® = MM AD | ol

100
MO=( -0 10 ],
—4 01
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dou:
1 0 -3
A =0 1 2
0 -3 12
oncalculeA® = M@ A oy
1 00
M& =010
0 3 1
Donc,
1 0 -3
A =101 2
0 0 18

LamatriceA® estainsitriangulairesugérieure c'estla matricel/ rechercke.
D’autrepart,ona A® = M A® = M@ M A® Onendéduitdonc

AL — (M(l))fl(M@))fl AB)

N -~ ~~
L U
Ainsi, A = A = LU, avec
1 00 1 00 1 0 0
L= 01 0 0 10 = 0 10
4 0 1 0 -3 1 4 -3 1
A sefactorisedoncsousla forme:
1 0 0 1 0 —3
A= 0 1 0 0 1 2
4 -3 1 0 0 18

Résolonsle sysemeAX = B. CelarevientarésoudreLUX = B, C'esta
dire arésoudresuccessiementiessysemesLY = B puisUX =Y.

LY =B <+<— 0 10 Yo | = 5 = Y=1]5
4 -3 1 Ys —1 6
Finalementpn résout:
1 0 -3 X1 2 3
UX=Y <« [01 2 z | =[5 = X=| 2
00 18 T3 6 :
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Exercicel1l8

C’estun exerciesurle pivot de GaussSoitle sysemelinéaire:

1) { ex+y =1 (L)

z+y =2 (L)

a)Appliguonda méthodede Gaus<sclassique ce syseme:
On élimine alorsle premiertermede la seconddigne (L) du syseme(1) grace

ala combinaisoriinéaire(Ly) — %(Ll) d’ou le syséme
ai
@) €T+ Yy =1 (L)
0+(1—-2x1)y =2—1tx1 (L)

Sionposec = 10~* alorsle sys&me(2) s'écrit
S N SR
0+(1—mke)y =2-kx1 (L))

Sl on traite ce calculeavec un ordinateurfictif approchantes nombresflottants
(les‘réels’ sur ordinateur)avec 3 chiffres decimauxsignificatifs,alorsdans(2’)
onaura

—10%y ~ —10%,

eton obtiendraitainsi
y~1

d’ou enreportandansla premireligne dusyseme(2’) ontrouve
z=0.

La solutiondu sysemedonréepar cetordinateuffictif seraitalors(0, 1).
b) Permutanmaintenantesdeuxlignesdu sysemeinitial (1). onrésoutdonc

(3) r+y =2 (Ls)
ec+y =1 (L)
La méthodede Gaussdonne:
(3/) r+y =2 (L2)
0+(1—-<x1)y =1-x2 (L)
Soitenposant = 104,

(2,) { T4y =2 (LQ)

0+(1-220x1)y =1-1"x2 (L)
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D’ou, avecle mémeordinateuffictif,
y~1,
etenreportantdansla premereligne du syseme(2") ontrouve
Tz~ 1.

La solution du sysemedonree par cet ordinateurfictif seraitalors(1,1), trés
prochedela solutionexactequi estbiensur (1.0001, 0.9999).

La solutionobtenuegraceau syseme(1) sanspermutationde lignesester-
ronée car, lors de I élimination de Gauss,on divise par le pivot e = 107*, trés
voisin dela précisiondela machineutilisée,d’ou I'erreur numérique.En permu-
tantlesdeuxlignesdu sysemeon évite ce problemepuisquee nouveaupivot est
alorségalal, valeurtresgrandeparrapportala précisiondela machine.

Exercice19

Résoudrde sysemesuivant:
a) Enrepresentantesnombresenvirguleflottanteavec8 chiffressignificatifs,
b) puisexactement,

34 7Y —.
(1+10%z+y =2+108

SOLUTIONaTAPER...

Exercice20

by ¢ 0 0 0 z k

( a; b: Co : \ ( x; k;

as b3 C3 x3 k3

S : n-1 bp_1 Cp_ n._ kn._
\o0o 0 0 . " 0 cb; \xxnl \ &
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Triangularisation Onannulea, enfaisantLy < Ly — Ll‘;—f, onaalors:

b1 C1 0 0 0 x1 kl
0 bo—32 o : : : 2 ha = ik
as b3 C3 Z3 k3

: : : Gn-1 bn_1 cp—1 Tn—1 krlz‘—l
Sionpose
W= Gy v =t (eten = 0)
= ¢ o ki—aiyi—a .
Wi = b;—aw;—1 Yi = b; —a;wi_1 pourz = 2, )

Cetteétapes’écritalors

b1 C1 0 0 0 x1 kl
0 by —asun Co T2 ko — a291
as by c3 T3 ks
: : : n-1 bp_1 cpoa Tn—1 kn—1
0 0o 0 .. an  bn Tn ki
?????°??7??????—+—— COMPleterici ——
Etainsidesuite... Onretrouwe bienlesformulesproposes.

Nombred’opérations:

w; — 1 opération

11— 1 opération

w; — 1division+ 1 soustractiont+ 1 multiplication, (n — 1) fois

y; — 1division+ 2 soustraction+ 2 multiplication, (n — 1) fois
2"membre — (n — 1)(1 soustraction+ 1 mutliplication)
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Exercice21

Résolutiond’un syseémedansR?

z—z—y* = 0 (1)

y—at+y’ = 0 (2

1 1

1 2.2t

(1) & @-3)-v'=

1 1

9 N2 o2t

0) & (+g)—a" =

1. Méthodedu point fixe.

{xn-f-l - xi—i—yi - f(-Tmyn)
Ynt1 = Tn—Yn = 9(Tn,Yn)

NB : pourquele processuslu pointfixe corverge, il suffit que
of

V)« () (o) () =

ici, F(z,y) = 2> + y* etG(z,y) = 2* — y?, donc,

L = max /(22)2 + (2y)2 + (22)2 + —(2y)? = max v/8(22 + ¢2) < 1

X0

of
ox

99
o0x

dg

L =
max By

xzeD

ca.d.quemaxyg /2?2 + y? < ﬁ
Pourzy = 0,8 ety, = 0,4, ona:

Tn Yn

0,8
0, 8704
0, 9205
1,2040

INGJUR ORI b

0,48

0, 4096
0, 5898
0, 5081

Ce procecé diverge-t-il? I faut montrerqu’en (Z,7), on a /22 + y2 >
55 O zp41 = @) +y, doncz = z° + y°. Ainsi, max V822 + ¢2) =
max v/8Z, et V8% < 1 implique que/z < ﬁﬁ ce qui estimpossible
puisquez ~ 0,8. Donc,v/Z ~ /0,8 ~ 0,89 > 0,35. .. La méthode
diverge.
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2. Méthodede Newton.
Xo1 =X, + AX,, avec

X, = (x"> , et
Yn

1 oG oF
Tp = D_n<_F($nayn)'a—y(xnayn)+a—y(xnayn)>
1 oF oG
Yn = D_n <_a—$($myn) ) G(xn:yn) + a—x(xnayn)>
b, _ (2F 96 _or oG
" or 0Oy Oy Ox
Ici,
oF
F = r—2"—y° —=1-2
(z,y) -2ty = o x
oF
-~ - _9
oy Y
oG
2 2
= — - =9
G(z,y) y—oty s 5 x
oG
— = 1+2
oy Ty

Par congquentNewton s’écrit :

o= g o @ty — @) (L4 290) + (=240) (Un — 77 — Yn)
" (1= 22,) (1 + 2yn) — (—22) (—2yn)

it = 1 (220 — 1) (yn — 3 + 42) + (20 — x5, — y5) (—224)
o " (1 - an)(l + 2yn) - (2xn)(2yn)

Pourzy = 0,8 ety, = 0,4, ona:

Tn Yn
0,8 0,4
0,8 0,48

S~ w R o3

0,77 =17 |0,42 = §
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3.5 Mise enccuvre enJava

3.5.1 Lestableaux multidimensionnelsen Java

Les tableauxmultidimensionnelsen Java correspondené destableauxde
tableaux.Ce sontdonc desobjetset les déclarersansles construireavec new
consistea résener une adresseoour I'objet. 1l estalors possiblede construire
séparemmenessous-tableaugui nesontpasnécessairemeimtetaille identique.

On peutdonc, soit creer destableauxde taille homognes,commedansla
constructiomui suit :

int [] [] t = new int[5][10] ;
soit construiredessous-tableaurletailles distinctescommeci-dessous

int - mf[] [l
m= new int [3] [; // tableau pouvant contenir les 3 adresses
/I des sous-tableaux

m[0] = new int[2];
m[1l] = new int[4];
m[2] = new int[1];

Notonsaussiquele calculdelalongueurd’'un tableaunultidimensionneévec
length correspondudomainedevariationde premierindicedutableau ainsi,
dansl’exempleprécdentm.length  vaut3.

3.5.2 Uneclassematrice

Onconstruitci-dessousineclassanatricequi permetde définir lesopérateurs
matricielsclassiquesd’'une manire non exhaustve. A partir de cetteconstruc-
tion, le lecteurpourrafacilementjouterles opérateursiontil abesoinens’inspi-
rantde ceuxdéja définis.

Le stockagedescoeficientsde la matricesefait gracea un tableaud’objets
du type vecteurquel’on a définit dansle premierchapitre,chacundesvecteurs
ayantla mémetaille. Cetableauestprivé et on définit lesfonctionscoef(  , )
ettoCoef( , , ) quipermettentespectrementd’aller rechercheun coefi-
cientetd’en changeta valeur

public class matrice

{

private vecteur[] composant;

matrice  (int diml, int dim2)
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[**  constructeur creant une matrice de coefficients nuls
* de diml lignes
* et dim2 colonnes

*/
{
composant = new vecteur [diml];
for (int i=0; i<diml; i++)
composant][i] = new vecteur(dim2);
}
matrice  (double tableau [][])
[**  constructeur creant une matrice a partir du
* parametre tableau
*/
{
composant = new vecteur [tableau.length];
for (int i=0; i<tableau.length; i++)
composant]i] = new vecteur (tableauli]);
}

public int nbLignes()

[**  renvoie le nombres de lignes de la matrice
*/

{ return composant.length; }

public int nbColonnes()

/**  renvoie le nombre de colonnes de la matrice
*/

{ return  composant[0].dim(); }

public  double coef(int nl, int nc)

[**  renvoie le coefficient a la position (nl,  nc)
*/

{ return composant[nl].elt(nc); }

public  void toCoef(int I, int j, double x)

[**  affecte la valeur de x au coefficient a la
* position (nl,  nc)
*/

{ composant[i].toElt(j, X); }
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void afficher()

[**  affiche les coefficients de la matrice
*/
{
for (int i=0; i<nbLignes(); i++)
{
for (int j=0; j<nbColonnes(); j++)
System.out.print(coef(i,j)+" ");
System.out.printin(");
}
System.out.printin(");
}
public  static vecteur  produit(matrice m, vecteur X)
[**  renvoie le vecteur obtenu en multipliant
* la matrive m par le vecteur x
*/
{
vecteur 'y = new vecteur(m.nbLignes());
for (int i= 0; i<m.nbLignes(); i++)
{
double somme = 0.0;
for (int j= 0; j<m.nbColonnes(); j++)
somme += m.coef(i,)) * x.elt();
y.toElt(i, somme);
}
return vy;
}
public  static matrice  produit(matrice ml, matrice m2)
[**  renvoie la matrice obtenue en multipliant les deux
* matrices mlet m2
*/
{
matrice  result = new matrice(ml.nbLignes(), m2.nbColonnes());
for (int i=0; i<ml.nbLignes(); i++)
for (int j=0; j<m2.nbColonnes(); j++)
{
double somme = 0.0;
for (int k=0; k<ml.nbColonnes(); k++)

somme += ml.coef(i,k) * ma2.coef(k,));
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result.toCoef(i, J, somme);
}
return  result;
}
public  static matrice  addition(matrice ml, matrice m2)
[**  renvoie la matrice obtenue en additionnant les deux
* matrices mlet m2
*/
{
matrice result = new matrice(ml.nbLignes(), m2.nbColonnes());
for (int i=0; i<ml.nbLignes(); i++)
for (int j=0; j<m2.nbColonnes(); j++)
result.toCoef(i, j, ml.coef(i,) + ma2.coef(i,)));
return  result;
}
public  static matrice  soustraction(matrice ml, matrice m2)
[**  renvoie la matrice obtenue en soustrayant la matrice m2
* a la matrice ml
*/
{
matrice  result = new matrice(ml.nbLignes(), m2.nbColonnes());
for (int i=0; i<ml.nbLignes(); i++)
for (int j=0; j<m2.nbColonnes(); j+t)
result.toCoef(i, j, ml.coef(i,) - m2.coef(i,)));
return  result;
}
}
Programmaealetest:

class testMatrice

{

public  static void main(String args])

{

double ][] tl { {1., 2., 3}, {4, 5, 6} }
double ][] t2 43}, {4., 2}, {1, 1} %}
double (][] t3 { {2, 3., 2}, {5, 6., 5} }

double [ t = {2, 1., 0}

Il
~
~

N
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matrice ml = new matrice(2, 3);
for (int i=0; i<ml.nbLignes(); i++)
for (int j=0; j<ml.nbColonnes(); j+t)
m1.toCoef(i, I, tLOIOD:;
System.out.printin("matrice m1l :"); m1.afficher();

matrice m2 = new matrice(t2);
System.out.printin("matrice mz2 :"); m2.afficher();

matrice  m3 = new matrice(t3);
System.out.printin("matrice m3 :"); m3.afficher();

vecteur X = new vecteur(t);

System.out.printin("vecteur x ");  x.afficher();
vecteur y = matrice.produit(ml, X);
System.out.printin("m21*x "), y.afficher();
matrice m4 = matrice.produit(m1, m2);
System.out.printin(*m1*m2 :"); mA4.afficher();
m4 = matrice.addition(m1, m3);
System.out.printin("m1+m3 . ");m4.afficher();

m4 = matrice.soustraction(m1, ma3);
System.out.printin(*"m1-m3 : ");md.afficher();

L’exécutiondu programmeprécedentgérerel’affichagesuivant:

java testMatrice
matrice ml :
1.0 20 3.0

40 50 6.0

matrice m2 :
2.0 4.0
40 2.0
1.0 1.0
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matrice m3 :
20 3.0 20
50 6.0 5.0

vecteur X .
20 1.0 0.0
ml*x :

40 13.0
ml*m2 :
13.0 11.0
34.0 32.0

ml+m3:
3.0 50 5.0
90 110 11.0

ml-m3 :
-10 -1.0 1.0
-10 -1.0 1.0

3.5.3 Uneclasseabstraite de sysemelin éaire

Nous allons étre ameré a traiter et en particulier a resoudredes sysemes
linéairesde differentehaturesa savoir triangulairesugérieurou inférieur adia-
gonalunité ou non, ou encoredessysemesgénreraux.Les grandesibliotheques
connuegietype BLAS (BasicLinear AlgebraSubroutine)onstruisenautantde
fonctionsde résolutiondistinctesqu’il y a de typesdifférentsde sysemes.S’ap-
puyantsur le principe de réutilisabilitt de la programmatiorobjet, nousallons
définir uneclasseabstraitegéréralequi serale dénominateucommundetousles
syttmedinéairesetdonthériteralesclassespécialiges.

On considereragu’un syseme linéaire ne peut étre construit qu'apres la
constructioneffective de la matrice et du secondmembredu syseéme et le
constructeud’'un sysemene peutdoncsefaire qu’avec sesdeuxélements Par
ailleurs,la seuleméthodequi nousintéressepour I'instant, estcelle qui calcule
la solutiondu syseme.Cetterésolutionpeutéventuellementonduirea un échec
si la matriceestsinguliereetnonallonspourcelafairela gestiond’'une exception
SysLinEception  succeptibled’étrelevéeencoursde calcul.

La classeabstraitegérérale et la classed’exceptionassoadee sont alors les
Suivantes
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class SysLinException extends Exception{
public  String  toString(){
return(  "Systeme singulier");

}
}

abstract class sysLin{
int ordre;
protected matrice  matriceSysteme;
protected  vecteur secondMembre;
sysLin  (matrice m, vecteur  Xx){

matriceSysteme =m;
secondMembre = Xx;
ordre = x.dim();
}
abstract public  vecteur resolution() throws SysLinException;
}

3.5.4 Lesclassesysemesdlinéairestriangulair es

Nouspouwonsécriremaintenantineclassedesysemedinéairedriangulaires
superieursqui va implémenterla méthoderesolution et gérer I'exception
SysLinException lorsqu’unélémentdela diagonalede la matriceestnul :

class sysTriangSup  extends sysLin {
sysTriangSup(matrice m, vecteur x) { super(m,x); }

public  vecteur resolution() throws SysLinException {
vecteur X = new vecteur(ordre);
double somme;

for (int i=ordre-1, i>=0; i--){
somme=secondMembre.elt(i);
for (int j=i+1; j<ordre; j++)

somme -= matriceSysteme.coef(i,j) * x.elt());
double termDiagonal = matriceSysteme.coef(i,i);
if (termDiagonal == 0) throw new SysLinException();
X.toElt(i, somme / matriceSysteme.coef(i,i));

}

return  Xx;

}
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Pourtesternotreclassejl nousfautsaisirla matriceetle secondmembredu
syseéme.Pourcelanousallonspasseparl’intermédiaired’un fichierenreprenant
les constructiongjui ont éte présenéesau premierchapitreet eny ajoutant!’uti-
lisationd’'un analyseudetype StringTokenizer qui vapouwir decomposer
uneligne constitieedeplusieursvaleursnumeriquesetlesextraire.Unelectureat-
tentive du listing qui suit permetfacilementd’en comprendrde fonctionnement
tout estbas sur l'utilisation de la fonction nextToken()  qui decomposda
chdnejusqu’auprochainseparateur

import  java.io.*;

import  java.util.*;

class bibMatFileln{
FileReader fichier=null;
BufferedReader lecbuf;

public  bibMatFileIn(String nomfichier) {
try{
fichier = new FileReader (nomfichier);
lecbuf = new BufferedReader (fichier);
}
catch (FileNotFoundException e)
System.out.printin(“fichier inexistant "),
}
}

vecteur lectureVecteur(){
String  line,  word;
vecteur  viu=null;

try{
/I lecture taille du vecteur (sur 1 ligne)
line = lecbuf.readLine();
int nb = Integer.parselint(line);
vilu = new vecteur(nb);
I/l lecture  coef. du vecteur (sur 1 ligne)
int  n=0;
line = lecbuf.readLine();
StringTokenizer st = new StringTokenizer(line);
I while  ((word=st.nextToken()) I= null)
for(int i=0; i<nb; i++){

word = st.nextToken();
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viu.toElt(n++, Double.valueOf(word).doubleVal ue() );
}

}

catch(IOException el
System.out.printin("erreur de lecture");

}

catch(NumberFormatException e)
System.out.printin("erreur conversion  chaine");
}

return viu;

}

matrice  lectureMatrice(){
String  line,  word;
matrice  mlu=null;

StringTokenizer st;
try{
Il lecture ordre matrice (sur 1 ligne)
line = lecbuf.readLine();
st = new StringTokenizer(line);
word = st.nextToken();
int nbLignes = Integer.parselnt(word);
word = st.nextToken();
int nbColonnes = Integer.parselnt(word);
mlu = new matrice (nbLignes, nbColonnes);
/I lecture  coef. matrice, ligne par ligne
for (int i=0; i<nbLignes; i++){
line = lecbuf.readLine();
st = new StringTokenizer(line);

for (int j=0; j<nbColonnes;  j++){
word = st.nextToken();

mlu.toCoef(i,j, Double.valueOf(word).doubleVa lue( ));
}
}
}
catch(IOException el
System.out.printin("erreur de lecture");
}
catch(NumberFormatException e)
System.out.printin("erreur conversion  chaine");

}
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return miu;

}

public  void fermer(){
try{ fichier.close(); }
catch (IOException e) {
System.out.printin("Le fichier ne peut pas etre fermer");

}
}

Nous écrivons ensuiteune classede test qui va mettre en ceuvreune pro-
grammeprincipal:

}

class testSysTriangSup{
public  static void main(String args[]){
bibMatFileln f = new bibMatFileIn("donnee.dat");
/[ on lit dans le fichier "donnee.dat"
/[ I'ordre de la matrice : nblignes et nbcolonnes sur 1 ligne
Il les coef. de la matrice ligne par ligne
Il la taille du second membre sur 1 ligne
Il les coef. du second membre sur 1 ligne
/I Attention . les dimensions matrices et vecteurs doivent
/l etre corrects ... pas de verification !
matrice m = f.lectureMatrice();

vecteur b = f.lectureVecteur();
f.fermer();
System.out.printin(" SYSTEMELU");
System.out.printin("La matrice lue est : "); m.afficher();
System.out.printin("Le sd membre lu est : "); b.afficher();
sysTriangSup  sts = new sysTriangSup(m, b);
try{
vecteur X = sts.resolution();
System.out.printin("La solution trouvee est : "); x.afficher();
vecteur v = matrice.produit(m, X);
System.out.printin("Verification - le produit de la matrice "+
"par la solution vaut :");
v.afficher();
}

catch (SysLinException e)
System.out.printin(e);

}
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On présentanaintenantleuxtestsd’exécution.

Le fichier dedonreesdu premiertestcontient

— surla premereligne, lesdimensionglela matrice(5,5);
surles5 lignesqui suivent,chacunealeslignesde la matrice;
surla ligne suivante Ja taille du vecteursecondnembre
surla dernereligne, lescoeficientsdu secondnembre.

Le fichier estdoncle suivant:

U101 O OO O0OF U
Qoo ~NMNO
QOO0 w
O U1l N O Bh
= O W oo Ul

4321
L’affichagegéréré parle programmea partir de cefichier, estle suvant:

java testSysTriangSup
SYSTEMELU
La matrice lue est :
1.0 20 3.0 40 5.0
0.0 70 80 9.0 8.0
0.0 00 6.0 7.0 3.0
0.0 0.0 0.0 50 6.0
0.0 00 0.0 0.0 1.0

Le sd membre lu est

50 40 3.0 20 10

La solution trouvee est

1.6190476190476195  -0.6095238095238098 0.9333333333333336  -0.8
Verification - le produit de la matrice par la solution vaut
5.0 4.0 3.000000000000001 2.0 1.0

Le deuxemetest sert a vérifier le bon fonctionnementde I'exception qui
détecteun sysemesingulier Le fichier dedonréesestle suivant:

5 5
12345

1.0
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0101 OO OO0
OO o
O O o0
(@6 BN (o]
O O W oo

4321
L’affichagegéréré parle programmea partir de cefichier, estle suivant:

java testSysTriangSup
SYSTEMELU
La matrice lue est :
1.0 20 3.0 40 5.0
00 7.0 80 9.0 8.0
0.0 0.0 6.0 7.0 3.0
0.0 0.0 0.0 50 6.0
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

Le sd membre lu est
50 40 3.0 20 1.0
Systeme singulier

Nous construisongnsuiteune classesysemetriangulaireinférieuresur le
mémemockle, mais en ne s’intéressantju’au casou la matriceest, de plus, a
diagonaleunitée.En effet, c’estce casqui serarenconté lorsquel’'on mettraen
ceuvrela méthodedefactorisatiorn_U.

class sysTriangInfUnite extends sysLin{
sysTriangInfUnite (matrice  m, vecteur x) { super(m, X);
public  vecteur resolution() {

vecteur X = new vecteur(ordre);

double somme;

for (int i=0; i<ordre; i++){
somme = secondMembre.elt(i);
for (int j=0; j<i; j++)

somme -= matriceSysteme.coef(i,)) * x.elt();
x.toElt(i, somme);

}

return  Xx;
}

}
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3.5.5 La classesystmeslinéaires générals implémentant la
factorisation LU

Rappelssur I'algorithme de calcul descoefficientsde L etde U

Nousprésentonsci un algorithmede calcul effectif descoeficientsdesma-
tricesL etU quifactoriseunematriceA d’ordren. L estunematricetriangulaire
inférieureadiagonaleunite et U estunematricetriangulairesugerieure.

Nousproccdonsparidentificationa partir du produit

A=LU

avecL;; =0sij >4, L =1sij=ietU; =0sij <.
La formuledu produitmatriciel s’écrit :

A = Z LUk,
k=1

Onconsickrealorslesdeuxcassuiants:
—-ji<1

-j>i

...afinir ...

Complémentsde la classematrice avecla méthodede factorisation LU

L’algorithme de factorisationLU d’une matrice ne concernegue la matrice
et doit donctrouver sa placedansla classematrice . C’est pour cetteraison
guenouscompktonscelle-ciavecla méthodesuivante qui reprendd’algorithme
préccdent:

public  void factorLU() throws SysLinException

[** calcul de la factorisation LU de la matrice courante
* les coefficients de L et de U sont stockes en lieu et
* des coefficients de memesrangs de la matrice d'origine
*/
{
int i, J, Kk
double somme, coefDiagonal;
for (i=0; i<nbLignes(); i++) |

for (=0; < j+¥) |
somme=coef(i,));
for (k=0; Kk<j; k++)
somme -= coef(i,k)*coef(k,));

place
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coefDiagonal = coef(},));
if (coefDiagonal == 0) throw new SysLinException();
toCoef(i, j,  somme/coefDiagonal);

}

for  (j=i; j<nbColonnes(); ) {

somme=coef(i,));
for (k=0; k<i; k++)
somme -= coef(i,k)*coef(k,));

toCoef(, j, somme);
}

}
}

La classesysemegénéral résolupar factorisation LU

Nouspouwonsalorsdéfinir uneclassesysemegénréralrésoluparuneméthode
de factorisationLU. C’est la classequi suit danslaquelle on noteraque I'on
a ajout une méthoderesolutionPartielle() qui permetde résoudrde
syseémelorsquela matriceestdéja sousla forme factori€e. Il faut, en effet, se
rappelerque 'un desintéréts de cette méthodede factorisationest qu’elle ne
nécessitgpasde refactoriserla matrice (opérationla plus coliteuse)orsquel’on
doit résoudreplusieurssysemesavec la méme matrice.Par exemple,le calcul
del'inversed’'une matriced’ordre n sefait enrésohantn sysemesayanttousla
mémematrice: c’estla matricea inverser Les secondsmembressont,quanta
eux,lesn vecteurgdela basecanonique.

La classesysemegéréral avec méthodede factorisationLU estdoncla sui-
vante:

class sysGeneLU extends sysLin {

sysGenelLU (matrice m, vecteur x) { super(m,x); }
public  vecteur resolution() throws  SysLinException {
vecteur x = null;
try{
matriceSysteme.factorLU();
sysTrianglInfUnite sysTIU = new sysTriangInfUnite( matriceSysteme,
secondMembre);

x = sysTIU.resolution();
sysTriangSup  sysTS = new sysTriangSup( matriceSysteme,
X);



Méthodeswumériquesavec Java 102

X = sysTS.resolution();

}
catch (SysLinException e) { System.out.printin(e); }
return  Xx;

}

public  vecteur resolutionPartielle() throws SysLinException {
sysTriangInfUnite sysTIU = new sysTriangInfUnite( matriceSysteme,

secondMembre);
vecteur x = sysTIU.resolution();
sysTriangSu sysTS = new sysTriangSup( matriceSysteme,
X);

try{ x = sysTS.resolution(); }
catch (SysLinException e) { System.out.printin(e); }
return  Xx;

}
}

Exempled’exécution avecfichier de donnéeset traitement d’exception

Nousavonsécritun programmaedetesttout a fait similaire a celui qui a servit
atestera résolutiond’un sysemetriangulairesugerieur:

class testSysGenelU{

public  static void main(String args[]){
bibMatFileln f = new bibMatFileIn("donneeSGLU.dat ")
matrice m = f.lectureMatrice();

vecteur b = f.lectureVecteur();

f.fermer();

System.out.printin(* SYSTEMELU");
System.out.printin("La matrice lue est : "); m.afficher();
System.out.printin("Le sd membre lu est : "); b.afficher();
matrice mcopy = new matrice(m.nbLignes(), m.nbColonnes());

mcopy.recopier(m);
sysGenelLU sglu = new sysGeneLU(m, b);

try{
vecteur X = sglu.resolution();
System.out.printin("La solution trouvee est : "); x.afficher();
vecteur v = matrice.produit(mcopy, X);
System.out.printin("Verification - le produit de la matrice "+

"par la solution vaut :");
v.afficher();
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}
catch (SysLinException e)

System.out.printin(e);

}

}
}

Pourfairela vérification,on peutremarquequ’il a éte necessairele recopier
la matriced’origine dansuneautrematrice,puisquela matriced’origine severra
transformeiors del'appel de safactorisatiorsousla forme LU.

Il fautdonccompkterla classematricede la maniresuivantepoury ajouter
la méthoderecopier

public  void recopier(matrice m)
[**  recopie la matrice mdans la matrice courante
*/
{
for (int i=0; i<nbLignes(); i++)
for (int j=0; j<nbColonnes(); j++)
toCoef(i, j,  m.coef(i,));
}
Voici le fichiertestqui a été utilisé :
55
12345
25167
26186
56477
25522
5
54321

Voici le résultatde I'affichagedu programme

java testSysGenelU
SYSTEMELU
La matrice lue est :
1.0 20 3.0 40 5.0
20 50 10 6.0 7.0
20 6.0 1.0 8.0 6.0
50 6.0 40 7.0 7.0
20 50 50 20 20
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Le sd membre lu est

50 40 3.0 20 10

La solution trouvee est :

-1.1396574440052718 -0.29776021080368853 0.5335968379446643
0.11594202898550718  0.9341238471673253

Verification - le produit de la matrice par la solution vaut
5.0 3.9999999999999982  2.999999999999999  1.9999999999999947 1.0



Chapitre4

Graphisme scientifiqueavecJava

4.1 Applets

Une appletestun programmequi estinclus dansune pageHTML et qui va
doncétre exécuterpar le navigateurlisant cettepage,a conditionqu’il pos&de
les fonctionnaligéspourle faire. Il doit donccontenirunemachinevirtuelle Java
compres8e (C'est le casdesnavigateursusuelsqui contiennentaujourd’huiun
noyauJava correspondaraun JDK 1.1).

La classgava.applet.Applet doit étrela classemerede toute applet
inclusedansun document.

4.1.1 Un premier exemple

Le programmeHelloWorld.java suivantdéfinituneappletHelloworld  qui
utilise un objet Graphics qui constitueun éléementde basede la bibliotheque
awt qui estrepris avec plus de précisiondansle paragraphet.2. Cetteapplet
utilise la méthodedrawString  surcetobijet, ce qui lui permetd’afficher une
chdnede caraceresa unepositiondonréesurla fenétrecourantedu navigateur

import  java.applet.App le t
import  java.awt.Graphi cs ;

public class HelloWorld extends Applet {
public  void paint(Graphics 0 {
g.drawString(" Hell o world", 50, 25);
}

}

Il faut noterdesa présentque cetteappletne posedepasde point d’entree
main() , celui-cisetrouve gérerimplicitementparle navigateur

105



Méthodeswumériquesavec Java 106

Voici maintenanun exemplede pageHTML qui appellel’applet:

<html>
<head>
<title> Un exemple d'applet </title>
</head>
<body>
<applet code="HelloWorl d. cl ass" width=150 height=25>
</applet>
</body>
</html>

En appelantcette pageHTML dansun navigateurintégrantJava, on verra
appardtre dansle navigateurle messagéHello world”.

4.1.2 Passagale parametres

La méthodesuivantepermetde récugererdesparangtrespasg€sa uneapplet
dansunepageHTML :

public  String getParameter(St ri ng name)

Cetteméthodenepeutétreappeéequedansesméthodesnit() oustart()
d’'uneapplet(cesméthodesontdécritesplusloin).
Voici doncunenouwelle versionHelloWorld2.java

import java.applet.App le t;
import  java.awt.Graphi cS;

public class HelloWorld2  extends Applet {

String e

public  void init() { e=getParameter( "message"); }

public  void paint(Graphics g) { g.drawString(e, 50, 25); }
}

Voici un exemplede pageHTML qui appellel’applet:

<html>
<head>
<title> Un exemple d'applet avec param etres</tit le >
</head>
<body>
<applet code="HelloWword 2. cl ass" width=150 height=25>
<param name="message" value="Bonjour ">
</applet>
</body>
</html>
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4.1.3 Cycledevie

Le navigateurutilisé pour exécuterl’applet contdle la vie et I'activation de
I'applet graceaux quatresméthodesuivantes

— public  void init() estappeéeapesle chagemendel’'appletdans
la pagehtml;

— public void stop() estappeéechaquefois quele navigateurarrét
'exécutiondel’applet, soit parcequel’utilisateur changede pageweb, soit
parcequ’il iconifie le navigateur,

— public  void start() est appeée chaquefois que l'applet doit
démarrerapresinit() ouapresunstop() lorsquel'utilisateur revient
surla pagewebcontenant’applet ou lorsqu’il desiconifiele navigateur,

— public  void destroy() estappeée a la fermeturedu navigateur
Elle détruitlesressourcesallouéeespourl’applet.

4.1.4 Compléments

Nous donnonsbrievementet de manere non exhaustve quelquespoints
d’entréepourleslecteursdésirantutiliser lesaspectsnultimédiade Java maisque
nousn’utiliseronspasdansle cadredesapplicationgrésengéesdanscetouvrage.

Desméthodesontdisponiblegpourrécugererdesimageset dessons:

— public  Image getimage(URL url) ;

— public  Image getlmage(URL url, String name);

— public  AudioClip  getAudioClip(URL url)

— public  AudioClip  getAudioClip(URL url,  String

name) ;

Desméthodeglela classgava.applet.AudioClip permettentle ma-
nipulerlessonsainsirécugerés:

— public  abstract void play() ;

— public  abstract void loop() ;

— public  abstract  void stop()

Desméthodesontégalementisponiblegpourjouerdirectementessons:

— public  void play(URL url) ;

— public  void play(URL wurl, String name).

4.2 GestiondefenetresavecAWT

4.2.1 Tracésdansdesapplets

Nous déecrivons commenteffectuer des traces géonétriquesdansla zone
graphiqued’une applet. Nous utilisons pour cela des méthodesde la classe
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java.awt.Graphics . Elles sontrésungéesci-dessous(une descriptionplus
préciseseratrouvé dansla documentatiomesAPI).

— public  void draw3DRect(int X, int 'y, int width,

int  height, boolean raised) traceunrectanglesnrelief;

— public  abstract  void drawArc(int X, int 'y, int

width, int  height, int  startAngle, int arcAngle)
traceunarcdecercle;
— public  abstract  void drawLine(int x1, int yl, int

X2, int y2) traceunsementdedroite;

— public abstract  void drawOval(int X, int 'y, int
width, int heignt) traceuneellipse;

— public  abstract void drawPolygon(int xPoints|[],
int  yPoints[], int nPoints) traceun polygone

— public  void drawRect(int X, int 'y, int width, int
height) traceunrectanglevide;

— public  abstract void drawRoundRect(int X, int

y, int width, int height, int arcWidth, int
arcHeight)  traceunrectanglevide abordsarrondis

— public  void fill3Drect(int X, int 'y, int width,
int  height, boolean raised) traceunrectanglepleinenrelief;

— public  abstract  void fillArc(int X, int 'y, int
width, int  height, int  startAngle, int arcAngle)
traceunarcdecercleplein;

— public  abstract  void fillOval(int X, int 'y, int
width, int heignt) traceuneellipsepleine;

— public  abstract  void fillPolygon(int xPoints[],
int  yPoints[], int nPoints) traceun polygoneplein;

— public  abstract void fillRect(int X, int 'y, int
width, int height) traceunrectangleplein;

— public abstract  void fillRoundRect(int X, int

y, int width, int height, int arcWidth, int
arcHeight)  traceunrectangleplein abordsarrondis.
Voici un exempled’appletcontenantlesgraphiques

import  java.awt.*;

public class Test extends java.applet.Ap pl et {
public  void paint(Graphics 0 {
int i
g.setColor(Col or.y el low);
for (= 0; i<14; i++)
g.drawLine(10, 10+16%i, 10+16%, 218);
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for (= 0; i<14; i++)
g.drawLine(10+ 16*, 10, 218, 10+16%);
for (= 0; i<14; i++)
g.drawLine(10, 218-16%i, 10+16%, 10);
for (= 0; i<14; i++)
g.drawLine(10+ 16* , 218, 218, 218-16%);

Pour terminer nous signalonsque, dans la suite de cet ouvrage, nous
présenterongrincipalementdesapplicationsgraphiquesautonomest non sous
forme d’applets,car elles sont, de fait, plus gérérales.Les indicationsdonrées
précedemmensontsuffisantegpour permettreunetransformatiorasse#acile de
cesapplicationsautonomenapplets.

4.2.2 Construiredesinterfacesfenétrées
Une premiere fenétre

Dansl’'exemplequi suit, on construitunesimplefenétred’une dimensionini-
tiale, avecuntitre. La fenétreconstruitedérive dela classe~rame qui permetde
définir desfenétresavecbarredetitre, menu,bords,etc...

On utilise WindowListener  pourpouwir gérerla fermeturede la fenétre
qui s'effectuelorsquel’utilisateur clique surl’ic dnesugerieuredroite du bandeau
defenétre: il fautalorsdécrirequi geredesevenementslecetype.DansJaval.l
etsuperieut cettegestionsefait pardes’écouteurst’ @venementglistener ).
Ici, pourun objet héritantde WindowListener , on semettra”al’ écoutedes
évenementsraceala méthodeaddWindowListener

WindowListener  estuneinterface(c’estuneclasseabstraiteparticuliere,
sansvariabled’instanceet ou toutesles méthodessontabstraites on repiesente
ainsiunensemble&lecomportementqui doiventétreimplémenésdandesclasses
qui implémententetteinterface).Elle contientun certainnombrede méthodes
abstraiteqqu’il fautredéfinir. Ici, on recefinit nontrivialementla seuleméthode
windowClosing  qui permettrade gérerla fermeturedela ferétre.

import  java.awt.*;
import java.awt.event. *

public class Fenetre extends Frame implements WindowListener {
public  Fenetre() { setSize(400, 300); }

public  void windowClosing(W in dowEvent event) {

System.exit(0) ;



Méthodeswumériquesavec Java 110

}
public  void windowClosed(Wi ndowEvent event) {}

public  void windowDeiconifi ed(Win dowEvent event) {}
public  void windowlconified (Win dowEvent event) {}
public  void windowActivated (Win dowEvent event) {}
public void windowDeactivat ed(Win dowEvent event) {}
public  void windowOpened(Wi ndowEvent event) {}

public  static  void main(String arg[]) {
Fenetre Test = new Fenetre();
Test.setTitle( "ma fenetre  JAVA");
Test.show();
Test.addWindow Li st ener( Test );

Dans la suite de ce chapitre(4.3.2),nous donneronsune alternatve plus
allegee a cettegestiond’@évenementsattacles a desfenétres,en s’appuyantsur
unexemple.

Les diff érentesparties d’'une fenétre

Une fenétre géree par 'AWT peut comorter plusieurs éléments ca-
raceristiques

— Une pagede fond ou canevas, danslaquelleon pourratracerdesfigures

géontetriqguescommecellesqui ont ét€ décritesauparagraphd.2.1;

— Uneétiquette(Label ) qui permetd’afficheruntexte;

— Unezonedetexte (TextArea ) pourun affichagepouvantétremodifié;

— Uneliste deroulantgpermettantefaireun choix (List );

— Unezonedesaisiedetexte (TextField );

— Un bouton(Button );

— Unecased’option (Checkbox );

— Un menudéroulant(Menu et MenuBar).

Un exemple: un compteur

Dansl’'exemplecommené suivant,on meten ceuvreune petiteinterfacegra-
phiqueincluantdifférentsboutonset gérantdesévenements.

import java.awt.* ;
import  java.awt.event. *

class FenetreCompteu r extends Frame {
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int compteur ;

/I definition de boutons

/I en param etre le texte des boutons

Button  boutonincr = new Button("+");

Button boutonDecr = new Button("-");

Button boutonQuit = new Button("quit") ;

/[ un champ qui permettra  d'afficher la valeur du compteur

/[ en param etre la taille des caract eres

TextField affichageCompte  ur = new TextField(7);

/lgestion des evenements provoqu és

/l[par les clics sur les boutons

class Actionincr implements  ActionListener {
public  synchronized void actionPerformed (Acti onEvent e)
{ compteur ++; afficherCompteu rO ; }

2

class ActionDecr  implements  ActionListener {
public  synchronized void actionPerformed (Acti onEvent e)
{ compteur --; afficherCompteu r() ; }

%

class  ActionQuit implements  ActionListener {
public  synchronized void actionPerformed  (Acti onEvent e)
{ System.exit(0); }

%

void afficherCompteu
{ affichageCompte

r()

/I constructeur

public  FenetreCompteur (St ri ng nom) {
super(nom);
compteur = 0;
setSize(240, 80);
setLayout(new FlowLayout());

add(boutonincr  );
add(boutonDecr );
add(boutonQuit  );
add(affichageC  onpt eur);

boutonincr.add Acti onLis te ner( new

ur .s etT ext( Stri ng.

valu eOf( compt eur) ); }

Actionlincr());
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boutonDecr.add Acti onLis te ner( new ActionDecr());
boutonQuit.add  Acti onLis te ner( new ActionQuit());

}
}

public class TestAWT {
static public  void main(String argv(]) {
FenetreCompteu r x = new FenetreCompteu r( "c ompte ur") ;
x.show();

— - |compteur . - O %

FIG. 4.1: Ferétregeréreeparle programmerestANT

Gestiondesévenements

Surl'exempleprécdent,on a vu commentutiliser desévenementsle type
ActionEvent  apartirdescomposant8utton et TextField

D’autrestypesd’évenementgxistent:

— MouseEvent pourlesmouvementsetcliguagedesouris;

— FocusEvent poursavoir sila sourisestau-dessudela zoneconsiceree;

— KeyEvent pourl’enfoncement’unetouche

— TextEvent pourlamodificationdetexte pouruncomposanintégrantune

zonedetexte.

Il fautalorscréer relatvemen@aunévenementetypexxxEvent ,uneclasse
qui implémentexxxListener ou I'on définira le traitementa faire lorsque
I’évenement lieu (méthodeactionPerformed ). Dansla classefenétre,on
lancerd’ écoutedesévenementsvecaddListener

Placementdescomposants

Les differentscomposantd’une fenétre peuwent étre places de plusieurs
maniresavecun gestionnairale placementglayout manager ) :
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— FlowLayout rangelescomposanttigne parligne etdegaucheadroite;

— BorderLayout placeles composantslans5 zones: le centreet les 4
cotés;

— GridLayout placelescomposantsurunegrille 2D;

— GridBagLayout placelescomposantsurunegrille 2D, avecdescoor
donrées.Leszonesn’ont pastoutesnécessairemeté mémedimension.

4.3 Construction de courbesde tracesscientifiques

Nousallonsmaintenanprésentequelqueslassegjui permettent’effectuer
destracés simplesde courbesscientifiquesbidimensionnellesNous proposons
uneorganisatioren plusieursclassegar soucisde gérericité et de réutilisabilitée.
Pour ne pas alourdir les programmegui se veulentavant tout pédagogiques,
nous présentongles constructiongqui peuwent étre grandementanélioréessur
leursaspectestletiques.

4.3.1 Lesdomainesbidimensionnelsde l'utilisateur et du dis-
positif d’affichage

Le graphismescientifiquenécessitede repesenterdescourbesdont les do-
mainesde définition descoordon@espeuentétretresvariablesd’une utilisation
al'autre.Onsouhaitanalgie celaafficheral’ écranou surunautredispositifd’af-
fichagedesgraphiguesjui vont tous occupgs une placea peu pressimilaire. Il
fautdoncdéfinir :

— un domainecorrespondand la variation des coordonesdes difféerents

pointsdela figurearepésenter

— undomainecorrespondari I'espaceutilisé surle dispositifd’affichage.

Pourcela,nousdéfinissongleuxclasse€lémentairesjui vontrespectiement

repiesentecesdeuxdomaines

class DomaineDouble {
public  double xmin, ymin, xmax, ymax;
DomaineDouble( double x0, double y0, double x1, double vyl)
xmin=x0; ymin=y0; xmax=x1, ymax=yl;
}
}

class Domainelnt {
public int xmin, ymin, xmax, ymax;

{
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Domainelnt(int x0, int y0, int x1, int yl) {
xmin=x0; ymin=y0; xmax=x1;, ymax=yl;

}

Il fautaussidéfinir un processusle passagel’'un domaineal’'autre, ce qui est
décritdanslesparagraphesuivants.

4.3.2 Un gestionnaire de fenétresde base

Nousdécrivonsd’aborduneclassealériveedela classé-rame quivagérerun
ervironnementfenétré rudimentairequi estconstitle de deuxcomposantsitués
'un en-dessousle I'autre (c’esta-dire dansles partiesNorth et Center du
gestionnairale miseenpageBorderLayout ) :

— unCanvas ou seronttractesla oulescourbes

— unlLabel quidonneuntitre alafonctiontracte.cetteinformationserasou-

ventrécugereed’'une méthodeappeéelibelle guenousavonsajougea
l'interfaceFoncD2D, déja utilisé precedemmenet qui s’écrit maintenant
interface FoncD2D {

public  double calcul(double X);

public  String libelle();
}

Par ailleurs, nousne faisonsqu’une gestionminimale de la fenétre que lan-
ceranotreprogrammdinal, ennes’occupangjuedesafermeturegraceal’ic dne
superieuredroite de la barredetitre. Nousavonschoisitune méthodealternatve
acequenousavonspréeseng precedemmen(4.2.2): Onutilise uneclassedéerivée
de la classepréecefinie WindowAdapter . Cecinouspermetde ne recefinir ex-
plicitementquela méthodewindowClosing , commeon le voit dansle listing
qui suit:

import java.awt.*;
import  java.awt.event. *
import Domainelnt;

class MiniWinAdapter extends WindowAdapter {
public  void windowClosing(W in dowEvent e) {System.exit(0) i}

}

class FenetreGraphe extends Frame {
FenetreGraphe( Doman elnt de, Canvas c, String texte) {
setTitle(new String("graphe d'une fonction"));
setSize((int)( de.xmax - de.xmin), (int)(de.ymax - de.ymin)+50);
setLayout(new BorderLayout());
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addwindowListe ner(n ew MiniwWinAdapter () );
add("North",c) ;
add("Center", new Label(texte, Label.CENTER)) ;

4.3.3 Uneclassed'utilitair espour le tracédegraphismesscien-
tifiques

Dansla classequi suit, nousavonsréunitun ensemblele procdduresutiles

pourfairedestracesdecourbes

— mapXetmapY s’occupente faire le changementle coordon@esa partir
du domainequel’on doit reptesenterversle domainedu dispositif d’affi-
chageet ceci,respectrement,pourchacunalescoordonmes.

— Line etCarre effectuentestracesgéonetriqueslémentairesorrespon-
dantaleur denomination.

— coloreFond colorele fonddu Canvas d’affichage.

— tracePoints et tracePolyline affichent un ensemblede points
dont les coordonmes sont donrées en parangtres. Pour la deuxeme
méthodejespointssontreliespardessegments.

— traceAxes affichentdesaxes de coordonespassanipar I'origine en
affichantles valeursdescoordonesdesextrémites desaxces.Cesaxes
ne sonteffectivementaffichesques’ils sontsituésdansla vue repésenge
qui estdéfinie par le domainea repsenterPour cetteraison,on définit
I'alternative suvante.

— traceAxesCentres effectuentle mémetravail a la différencequeles
axessontcentésparrapportaumilieu dudomained’affichageetne passent
doncpas,engéréral,parl’origine.

— traceFonction effectue le tracé graphiqued’une fonction de type
FoncD2D, pasg€eenparangtre.

import java.awt.*;
import  FoncD2D;
import DomaineDouble;
import  Domainelnt;

class ManipGraphe {

Domainelnt ce; /I coordonnees ecran
DomaineDouble crv; /I coordonnees reelles visualisees
DomaineDouble cr;

double dx; /I pas sur x
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ManipGraphe(Do man eDouble domReel, Domaineint domEcran) {
ce=domEcran;

cr=domReel;

/[ calcul dune marge autour du domaine utilisateur

double deltax = (domReel.xmax - domReel.xmin)/1 O;

double deltay = (domReel.ymax - domReel.ymin)/1 O;

crv. = new DomaineDouble (domReel.xmin - deltax,
domReel.ymin - deltay, domReel.xmax + deltax,

domReel.ymax + deltay);
dx = (crxmax - cr.xmin)/30;

}

public int mapX (double x) {
return  ce.xmin + (int) ((x-crv.xmin)/( Crv .X max- cr v.x min) *
(ce.xmax-ce.xmi n));

}

public int mapY (double y) {
return  ce.ymin + (int) ((crv.ymax-y)/( Crv .y ma- cr v.y min) *
(ce.ymax-ce.ymi  n));

}

public  void Line(Graphics g, double x1, double y1,
double x2, double y2) {
g.drawLine(map X(x1) , mapY(yl), mapX(x2), mapY(y2));
}

public  void Carre(Graphics g, double x, double vy) {
g.drawRect(map X(x)- 2, mapY(y)-2,4,4) ;
}

public  void coloreFond(Grap hics g, Color c¢) {
g.setColor(c);
g.fillRect(ce. Xmn, ce.ymin, ce.xmax-ce.xmi n, ce.ymax-ce.ymi

}

public  void tracePoints(Gra phic s g, Color ¢, double[] X,
double[] y) {
g.setColor(c);
for (int i=0; i<x.length; i++) Carre(g, X, yliD;
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public  void tracePolyLine(G ra phics g, Color c, double[]
doublel]
g.setColor(c);
for (int i=1; i<x.ength; i++)
Line(g,  x[i-1], yli-1], X, i,
}
public  void traceAxes(Graph ic s g, Color c¢) {
g.setColor(c);
Line(qg, 0, cr.ymin, 0, cr.ymax);
Line(g,  cr.xmin, 0, crxmax, 0);
g.drawString(n ew String(String.v al ueOf(cr .y min)),
mapX(dx/2), mapY(cr.ymin));
g.drawString(n ew String(String.v al ueOf(cr .y ma) ),
mapX(dx/2), mapY(cr.ymax)+10 );
g.drawString(n ew String(String.v al ueOf(cr .x min)),
mapX(cr.xmin), mapY (dx/2));
g.drawString(n ew String(String.v al ueOf(cr .x ma) ),
mapX(cr.xmax)- 30, mapY(dx/2));
}
public void traceAxesCentre s( Graphic s g, Color ¢) {
g.setColor(c);
double crymid = (crymax + cr.ymin)/2;
double crxmid = (cr.xmax + cr.xmin)/2;
Line(g, crxmid,  cr.ymin, crxmid,  cr.ymax);
Line(qg, cr.xmin, crymid,  cr.xmax, crymid);
g.drawString(n ew String(String.v al ueOf(cr .y min)),
mapX(crxmid+dx /2) , mapY(cr.ymin));
g.drawString(n ew String(String.v al ueOf(cr .y ma)),
mapX(crxmid+dx /2) , mapY(crymax)+1l O0);
g.drawString(n ew String(String.v al ueOf(cr .x min)),
mapX(cr.xmin), mapY(crymid+dx/  2));
g.drawString(n ew String(String.v al ueOf(cr .x ma) ),
mapX(cr.xmax)- 30, mapY(crymid+dx /2)) ;
}
public  void traceFonction(G ra phics g, Color ¢, FoncD2D f,
double mini, double maxi) {
double x1, yl1, x2, y2;
g.setColor(c);
x2=mini; y2 = f.calcul(x2);
for (x1=mini; x1l<= maxi; x1 += dx) {

X,
y)
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yl= f.calcul(xl);
Line(g, x1, yl, x2, y2),
x2=x1; y2=y1,

4.3.4 Un exempled'utilisation

L utilisateur final de cettebibliothequegraphiquerudimentaireauraa écrire
un programmesimilaire a celui qui estdonre dansla suite.ll contientuneclasse
implémentant’interfaceFoncD2D caril effectuele trace d’'une fonctionqui est
transmisesousce type a la bibliothequegraphique.ll contientégalementleux
autresclassegjui devronttoujoursapparére lorsquel’on seraamere a utiliser la
bibliotheque:

— uneclassayui dérivedela classeprédefinieCanvas quireptesentda partie
defenétreou doit étretrace le graphique Cetteclassgpos&deun construc-
teur qui a pour paranetresles domaines- de I'utilisateur et du dispositif
graphique- concers et les composantegraphiquesjui doivent &étre af-
fichées,ici unefonction. Cetteclassecontientune méethodeessentiellegui
estla méthodepaint : c’estici quel’on doit décrire précigmenttout ce
qui devra étretrace aufinal, al’exécutiondu programme.

— uneclassecontenante programmaeprincipal et qui construitlesdomaines,
le Canvas etla fenétred’affichage.

import  java.awt.*;
import FoncD2D;
import  ManipGraphe;
import  FenetreGraphe;
import  DomaineDouble;
import Domainelnt;

class CanvasGraphe extends Canvas ({

ManipGraphe mp = null;
FoncD2D f;
DomaineDouble cr;
Domainelnt ce;

CanvasGraphe(F oncD2D fonc, DomaineDouble domReel,
Domainelnt domEcran) {
cr=domReel; ce=domEcran;f = fonc;
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setSize(new  Dimension(ce.xm

ax- ce.x min,

mp = new ManipGraphe(do mReel, domEcran);

}

public  void paint(Graphics 9 {
mp.coloreFond( g, Col or .whi te
mp.traceAxes(g ,Colo r. bl ack)

);

119

ce.ymax-ce.ymin

mp.traceFoncti on(g, Color.blue, f, cr.xmin, cr.xmax);

mp.Carre(g,0,0 );

}

class MaFonction implements FoncD2D {

public  double calcul(double X) {return X*x;}
public  String libelle() {return  "f(X)=x*x";}
}
class GraphFonc {
static  public void main(String argv[]) {
MaFonction fct = new MaFonction();

DomaineDouble dr = new DomaineDouble(-
Domainelnt de = new Domainelnt(0,

CanvasGraphe c¢g = new CanvasGraphe(f ct,
FenetreGraphe x = new FenetreGraphe( de,

x.show();

2, -05 2, 5)
0, 600, 450);

dr, de);
cg, fctlibelle())

)
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— -ii |graphe d’une fonction - 0O X

5.0

-2.0 2.0

-0.5

F (xd =k

FIG. 4.2: Feretregéneréeparle programmaedetrace decourbedonreé enexemple



Chapitre5

Inter polation Polynomiale

5.1 Intr oduction. Existenceet unicité du polynome
d’inter polation

Soit f uneapplicationde IR dansIR, donton connaitn+1 points (z;, f(z;)),
pouri = 0,---,n. Le but du probleme d’interpolation est de déterminerune
fonctiong simplea calculer telle que:

Lespoints(z;, f(z;)) sontappeéspointsd’interpolationou d’appui.
Lesfonctionsg les plus courammenttiliséessontdespolyndmesdesfractions
rationnellesdessommedd’exponentiellesetc- - - .

Danscevolumeon netraiteraquele casou g estun polyndbme.

Théoreme5 Uneconditionnécessaie etsufisantepourqu’il existeun polyrbme
P, uniqueinterpolant f estquelespointsd’interpolationzx; soienttousdistincts.

5.2 Inter polation de Lagrange

Inter polation linéaire Connaissantdeux points d'appui (z;, f(z2)) et
(z2, f(z2)), on approchela valeur de f(x), pourtout z dans|zy,z,| parlor-
donreedu point de mémeabscisser setrouvantsurla droite joignantles deux
pointsd’appui.

Danscecasle polyndmed’interpolationestdu premierdegré et s’écrit :
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Inter polation quadratique Connaissanttrois points d’appui (zi, f(x2)),
(22, f(x2)) et(zxs, f(x3)), Onapprochda valeurde f(z), pourtoutx dans|z, xs]
par 'ordonnée du point de mémeabscisser setrouvantsurla parabolepassant
parlestrois pointsd’appui.

Danscecasle polyndomed’interpolationestdu seconddegré et s’écrit :

Pi(z) = f(x1)

(x — z2)(x — z3)
(21 — 32) (21 — 73)
(x — z1)(x — x3)
(z2 — 21) (22 — 73)
f(zs) (x — z1)(x — z9)

(z3 — 1) (T3 — T2)

_|_

f(z2) +

Inter polation de Lagrange, casgénéral On appellergpolyndbmede Lagrange
de degré n ba€ssur les pointsd’appui (z;, f(z;)), pouri = 0,--- ,n lesn+1
polyndmesdedegrén :

“ T — X; .

Lk(x)zl—!mk—mi i=0,---,n

ik
telsque Ly (zy) = 1 et Ly(x;) = 0 pouri # k. Le polyndbmed’interpolationde
Lagrangeestdonre par

=) Li() f (zx)

Remarque 6 Laformuleci-dessusiécssiteun grandnombe d’opérationspour
samiseenoeuveinformatique( autotal 4n?—3n ). Enregroupantastucieusement
lestermedde L, (z), on peutéconomisele nombe d’opérations,d’ou, sion pose:
r1(@) = I[j_ (& — ;) €tDp(x) = ([[j=oppy (@ — ) (@ — @) ;

alors Ly(z) = 7;;“(()) et

Pn ’)/n+1

Théoreme6b (erreur del'inter polation de Lagrange) Soit f € C"*'a,b], et
soit P,(x) le polyndme d’interpolation de f sur les points (z;, f(z;)), pour
i=0,---,n.Pourtoutz € [a,b], il existe&, €lmin(z,x;), max(z,z;)| tel que
I'erreur f(z) — P,(x) soit

Blw) = Tt 06

() < 2ol

SionposeM, 1 = maz__ _[f(n+1)(z)],
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5.3 Inter polation d’Hermite

Enplusdelavaleurde f auxn+1abscisses; onfixe la valeurde sadervee
f" encesmémesabscissesyn cherchedoncun polynomeP tel que:

P(z;) = f(xs)
(+) { Pla) = f/(z;), i=0,-.n

Théoreme7 Si les pointsd’appui z; sonttousdistincts,alors il existe un po-
lyndmeP etunseuldedegré au plus2n+1 tel queleségalites(*) soientverifiees.
CepolyndmeP s’écrit

P(z) = ZHi(x)f(xi) + ZKi(x)fl(xi)

ou
Hi(z) = [1 - 2(z — ;) Lj(z:)| L} (w)
Ki(z) = (x — z;) L} ()
avec L;(z) = [[}-o0, 2=

i TiTT

Théoreme8 (erreur del'inter polation d’Hermite) Soitf € C?"2|a, b], etsoit
P,(x) le polyrdbmed’interpolationdeHermitede f surlespoints(z;, f(z;)), pour
i=20,---,n.Pourtoutz € [a,b], il existeé, €|min(z,x;), maz(z,x;)[ tel que
l'erreur f(z) — P,(z) est:

0l Y11 (2) = [Ty (z — ).
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5.4 EnoncéesdesExercicesCorrig es

Exercice31 :
Déterminerle polyndbme d’interpolationde Lagrangesatishisantau tableauci-
dessous

z |0 ]2[3]5
f@)[=1]2]9]87

Exercice32 :

Soit f(z) = 1357 -

Déterminerle polyndme d’interpolation de Lagrangepour les points d’appui
d’abscisses-2,-1,0,1,2.

Discuterl’erreur d’interpolation.

Exercice33 :
Avec quelle précision peut-oncalculer+/115 a l'aide de I'interpolation de La-
grange si on prendlespoints: zy = 100, 1 = 121, 2o = 144.

Exercice34 :
Soit f(z) = Inx ; estimera valeurdeln(0.60) avec:

T 0.40 0.50 0.70 0.80
f(z) | —0.916291 | —0.6993147 | —0.356675 | —0.223144

Comparervecla valeur'exacte’ obtenuggracea votre calculatrice.

Exercice35 :

a) Reecrirela formuled’interpolationde Lagrangedansle casou les pointsd’ap-
pui sontéquidistants.

b) Utiliser le mémetableaugu’a l'exercicepréc@dentcompkte parla 'vraie’ va-
leurdeln 0.60 etestimera valeurdeln 0.54.

Exercice36 :

a) Utiliser la formuled’interpolationde Lagranggoourtrouver la cubiquepassant
par0.4,0.5,0.7,0.8pour f(z) = sin .

b) M@émequestionpour f (z) = —

tanz”

Exercice37 :
Soit f(z) = V2 + z.
1. Determinere polyndme P(z) de Lagrangebas surles pointsd’abscisses
0,1et2.

2. CalculerP(0.1) et P(0.9), et comparerauxvaleurs'exactes’.Evaluerl’er-
reurd’interpolationen cesdeuxpoints.Commentaire8
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Exercice38 :
. 72—
Soit f(z) = $2+}.
1. Determinere polyndme P(z) de Lagrangebas surles pointsd’abscisses

-2,0et?2.

2. CalculerP(1), etcomparea la valeurexacte.Evaluerl’erreur d’interpola-
tion encepoint. Commentaire8

Exercice39 :

Calculerle polyndmed’Hermite Q tel que:

Q(0)=f(0),Q'(0) =f*(0), Q(5)=f(5),Q’(5)=F"(5), pour f(z) = 175
Endéduirela valeurde Q(4), comparerf(4) aQ(4).
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5.5 Enoncésdesexercicesnon corrigés

Exercice40 :

Démontrere theoeme5, qui donneconditionnécessairet suffisantepour gu'il
existe un polyndme P,, uniqueinterpolantunefonction f, a savoir queles points
d’interpolationz; soienttousdistincts.

Exercice4l :
Soit f(z) = V2 + z.
1. Determinere polyndme P(z) de Lagrangebas surles pointsd’abscisses
0,1et2.

2. CalculerP(0.1) et P(0.9), etcomparerauxvaleurs'exactes’.Evaluerl’er-
reurd’interpolationen cesdeuxpoints.Commentaire8

Exercice42 :

Onsedonnelestrois pointsd’interpolationsuivants: o = 9, z; = 16, 1o = 25.
Avecquelleprécisionpeut-oncalculery/17 al'aide del'interpolationdeLagrange
appligteea unefonction f quevousdonnere?

Exercice43 :
Soit f(z) = 13-
1. Determinere polyndme P(z) de Lagrangebas surles pointsd’abscisses

0,1let2.

2. CalculerP(3), etcomparet la valeurexacte.Evaluerl'erreur d’interpola-
tion encepoint. Commentaire8

Exercice44 :

Approcherin(529.62) par interpolationde Lagrange,sachantque In(529) =
6.270988 et1n(530) = 6.272877. Donnerune majorationde I'erreur théorique
de cetteinterpolationet la comparera I'erreur effectivementcommise(utiliser
unedalculatricepouravoir la valeur‘exacte’deln(529.62).
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5.6 Corrig ésdesexercices

exercice22

Rappelongyjuele polyndbme de Lagrangebas sur les pointsd’appui d’abs-
cissesr, x1, ..., xn estd’ordreN ets’écrit :

Pu(e) = 3 flan) L),

avec N
r—T;
Liz) = ] I
j=0,g#k kT
ici lespointsd’appuidonrespar:
zg = 0 f(zo) = -1
ry = 2 f(.’L'l) = 2
Ty = 3 flz2) = 9
T3 = 5 f(.’l?g) = 871

avec _
(2 = 21)(x — 22)(x — 23)
LO('I) - (330 _ ;L-l)(xo — .’172)(-T0 - .Ig)
_ (z-2)(@-3)(x-5)
(0-2)(0—3)(0-5)
1
— —%(x—Q)(CU—?’)(l'_@
L) — =)= =)

(z1 — w0) (21 — T2) (71 — T3)
(z = 0)(z = 3)(z —5)
(2-0)(2—-3)(2-5)

z(z — 3)(x —5)

1
6
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Lg(x)

L3($)

Finalement,

(z — @o)(z — m1)(x — 23)
(22 — o) (22 — 71) (22 — 73)
(x —0)(x —2)(z —5)
(3-0)(3—-2)(3-15)

= —ae -2 -5)

(x —zo)(x — 1) (2 — 22)
(353 - l‘o)(fﬂs - 331)(363 - $2)

= -2 -3

30

Psy(z) = f(zo)Lo(z)+ f(21)L1(z) + f(22) Lo(z) + f(23)L3(2)

253

53
= 2T+ ——x—1.

30
exercice23
1
Soit = .

Zo
x1
)
xs3
T4

30

Lespointsd’appuisont:

= =2 flzo) = &
= -1 flw) = 3
= 0 flm) = 1
= 1 flzs) = 3
= 2 f(za) = %

Le polynbmede Lagrangeestdoncd’ordre4. Il s’écrit

4

Py(z) =) f(zx)Li(2)

k=0
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avec
1
Ly(z) = ﬁx(x +1)(z—-1)(z—2)
Li(z) = —éx(z +2)(z - 1)z —2)
Ly(z) = %(x +2)(z+1)(z—-1)(z—2)
Ly(z) = —éa:(x + )@+ 1)(z+2)
Ly(z) = 2—143;(56 +2)(x +1)(z —1).
Finalement,
Py(z) = f(zo)Lo(z) + f(z1)L1(z) + f(w2)La(x) + f(23)Ls(z) + f(z4)La(x)
= %203:(:1: +1)(z—-1)(z—2)— 1—12£L'(.’E +2)(z—1)(z—2)
+ i(az +2)(z+1)(z —1)(z —2) — %x(m +2)(z +1)(z +2)
+ 1—;0$(m +2)(z+1)(z—1)
_ 1 4 3 2 1
= Ex — gx + 1.

Calculongl’erreur théoriguesur cetteinterpolation.celle-ciestdonrée ou point
x par:

B(@) = 1) = Pale) = ) = i /060,
ou, ¢ € (minz;, max x;) = I. Elle vérife,
1
|E($)‘ < h/n—l—l(x)|mMn+l

ou
n

Tnt1(z) = H(.’L‘—ka)

k=0

_ n+1
My = max|f™ (1)

Commeici onab pointsd’appui,cetteerreurestmajoéepar:

()| < (o) 5 M.
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5
Onaclairementys(z) = H(az—xk) = z(2®—1)(2® —4). Il resteacalculerMs =

k=0
—240z(3 — 1022 + 3z*)

max | f°()|. Un calcul asseZong donne: f®(z) =

ey 1+ %)
(Cecipeutétreparexempleobtenuendécomposanf delafaconsuivante,f(z) =
o = 5 12 T 3-125- Oncalculealorsla dériveedordrep (--)®, cequi est
plussimple,

Ty —a o\

(1+a:r) - (1+ ax)? (1+ax)
_(=1)%2a?
- (I+ax)?
1 ®) (—=1)"aPp!
(1 + ozx) (1+ ax)rt!
d’ou
(5) (5)
1 1 1 1
fO@) = = : + 5 .
2\ 14z 2\1—1ix

1 1200 1 120

2 (1 4idx)s 27 (1 —ix)®

_ —240z(3 — 10z* + 3z*)

- (1+22)5
demeéme ontrouve f©)(z) = 277 [-212° + 1052° — 632 + 3].)

Ainsi I'étude de f® donne M; = 100, (pour trouver

les extremas de f®, cest a dire les racines de I équation
frac—240(1 + z%)" [-212% + 1052 — 63z® + 3] = 0, on a recoursau cha-
pitre 2 surla résolutiondeséquationsionlinéairedansR).

Finalement,

1B@)| < (o) 35, M5 = [o(a® = D(a® = )] 57
B(z)| < mw@m = o = )& ~ 4)]2.

Applicationaz = 3. Ona f(3) = 0.8, P(3) = —0.86, doncl'erreur effective
estE, (1) = |f(1) — P(L)| = 0.06. Or
1

1
o) 7oy Ms = 0.29.

B < n(3)l 35
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Par condjuent|E.(3)| < |E(3)|, l'interpolation de Lagrange dansce cas,
donneunebonneapproximatiordef(%).

exercice25

Soit f(z) = Inz Estimonsla valeurdeIn(0.6) gracea uneinterpolationde
Lagrangebase sur les points d’appui dorés dansl’exercice.Le polyndbme de
Lagranges’écrit

Piy(z) = Zf(m)L}ca:

(Il estdedégte 3 caron a4 pointsd’appui),avec

3

Li(z) = H T

=0,k Tk T T
Oncherchedonc ,
P3(0,6) = _ f(zx)Li(0,6).
k=0
Calculonstoutd’abordlesnombresl; (0, 6), ona

(x — z1)(x — 22)(x — x3)
(2o — 1) (w0 — 22) (T0 — T3)
(0,1)(—0,1)(-0,2)

1

Ly(0,6) =

(_07 )(_ 73)(_074)
__ !
6
De méme,ontrouve:
L6 = =,
L0.6) = .
L5(0,6) = _%.
Ainsi, P3(0,6) = f(0,4)Lo(0,6) + £(0,5)L1(0,6) + f(0,7)Ly(0,6) +

£(0,8)Ls(0, 6) soit P;(0, 6) = —0, 509975.



Méthodeswumériquesavec Java 132

Estimationdel’erreur theoriquedansce cas.Elle estmajoreepar

Ynt1(7)
B < 220,

ol M, 1 = max |f(*+V(z)|, donc

CherchonsV/,. Ona f(z) = In
Z et f®W(z) = — 5. Ainsi, M,
Donc,

I =
—
8
S ~—r

B(z) < |(z — 04)(z — 0.5)(z — 0.7)(z — 0.8)\21—4%104.

o . 1 1
Ainsi, E(0,6) < 5. Enfalt,ona—% < E(0.6) < ~ 1096 Or, lavaleurexacte
deln (0.6) = —0.510826. L'erreureffectivementcommisdorsdel’approximation

1
deln(0.6) par P3(0.6) estdonc|P;(0.6) — (—0.510826)| = 8.51 x 10™* < 356"
Donc,dansce cas,linterpolationde Lagrangedonneun bonrésultat.

exercice26

a) On chercheda formule de Lagrangedansle casou les N + 1 pointssont
équidistants.

DanscecasonaVi € {0,1,2,..., N} z;11 — x; = h, (0U h = #¥5%0), d’oUl
x; = o + th. D’autre part,pourtoutz € xy, xy, il existeunréels tel que
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T = 9 + sh. Parcongquent,

Li(x) = Li(zo + sh) = £(s) =

133
ﬁ (z — ;)

g0k kL
_ H (xo + sh) — (zo + jh)

0,52k (370 + kh) — (37() + ]h)
_ sh —jh

joo,jzk K= IR
Oy

=02k

s s—1s—2 s — )
= TE_1r_32 " - avecj # k

s(s—1)...(s—k+1)(s—k—-1)..(s—n)

k(=) (n — k)]

b) Onazy =04, z; = 0.5, 29 = 0.6, z3 = 0.7, x4 = 0.8, donccing points
équidistantsCommez = 0.54 = 2y + sh = 0.5 + s x 0.1, alors,s = 1.4.
Calculondes Ly (x) pourk = 0,1, 2, 3, 4.

lo(.54) %(s ~1)(s —2)(s — 3)(s — 4)
(1) 2)(s - 3)(s - 0
21—4(0.4)(—0.6)(—1.6)(—2.6)
Z0.0416

¢1(0.54) %s(s —-2)(s—3)(s—4)
1
SHA14=-2)(14-3)(14- )
0.5824.
Ontrouve deméme

0,(0.54) = 0.5824

05(0.54) = —0.1456

0,(0.54) = 0.0224.
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Finalement, P(0.54) = Y i of(@i)Lle(z) = Yoo flze)li(s) =
—0.616142. Alors quela valeurexacteest—0.616186.

exercice29
Soit f(z) = ﬁ Le polyndmed’Hermite Q,, s’écrit,
Qn(z) = Z(x)f(xk) + ZKk(x)fl(xk)
k=0 k=0

avec

Hie) = (1-2( — 2 Lo T2()
Ki(z) = (v —zp)Li().

Calculonsles polynomesL,, H; et K}, sachangueles abscisseslespoints
d’appuisontzy = 0 etz; = 5.

Lo(z) = ;0—_9;11:1—§
r—T X
L) = =0 =5
et Ly(z) = —%
L) = ;

et Hi(z) = (1—2(z—a1)L}(2))L}(x)
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D’autrepart,

Kolw) = (& — ) (@) = (z — 0) (1 - g)Q =Z- §x2 e
Ki(e) = @ - a)(@) = (-5) () = 2 -2

Qs(z) = Y Hy(@)f(xx) + Y Ki(@)f (zx)

= Hol)f(w0) + Hi f (1) + Ko(2) f'(20) + K0 (2) ' (21)

2, 3, 2 , 3 , 1 1, 1,

= (=32 1) 4+ (—— 22 (=) + (—28 — Z22)(——
(157 — 5% T+ (o557 5570 (56) + (557 — 57) (5

_ W 762y

262 262

Ainsiona@s(4) ~ 0.147 etpourcomparaisory (4) =~ 0.0588.

L’ écartpeutsemblerimportant,maisun calcul de I'erreur théoriquesur I'in-
terpolationd’Hermite montrequel’erreur effectivementcommiseestplus petite
quecetteerreurthéorique (lais€ enexercice).Enoutre,la valeurz = 4 estrela-
tivementprochedu borddel'intervalle d’interpolationqui est[0, 5], etengéréral,
pourl'interpolationde Lagrangeainsiquecelle d’Hermite,I'erreur s’amplifie au
borddelintervalle d’interpolation(ce phénoneneestdit de Runge) voir la partie
travux pratiques.

5.7 Mise enccuvre enJava

On présentedansla suite une mise en ceuvred’un calcul d’interpolation
polyndmiale, ba® sur la formule de Lagrangedécrite dansle paragraphes.2,
soussaforme énon&edansla remarqueb de ce paragraphe.

Soient(z;,y;) pour0 < i < n — 1, lesn pointsd’appuidu calculd’interpola-
tion. Le calculdel'interpolé enz s’écrit:

frol) = el nzi (ly)_Z) x —133k

k=0

10

)
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avec
n—1
D, = ] (@-g)
J=0,i#k
@) = []@—=)
=0

Poureffectuerce calcul, on utilise un fichier pour récugererles coordoniees
despointsdesupport.On écrit pourcelauneclasseTableauFileln , Similaire
acelleécritedansle paragraph@.4.4et qui effectuecetravail. Lesdeuxtableaux
desabscissestdesordonreessontlus 'un apresl’autre. Cetteclassecorrespond
a:

import  java.io.*;
import  java.util.*;

class TableauFileln {
FileReader fichier=null;
BufferedReader lecbuf;
String  line;

public  TableauFileIn(St ri ng nomfichier) {
try{
fichier = new FileReader (nomfichier);
lecbuf = new BufferedReader (fichier);
}
catch (FileNotFoundEx ception e) {
System.out.prin tl n("f ic hie r inexistant ";
}
}

public  double]] lectureTableau( ) |
String  line, word;

double [] tlu = null;
StringTokenize r st
try |
/I lecture de la taille du tableau sur la ligne 1 :
line = lecbuf.readLin e();
int nb = Integer.parsel nt( li ne);
tlu = new double[nb];

/I lecture  des coef. du tableau sur 1 seule ligne
line = lecbuf.readLin e();
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st = new StringTokenize rd ine);
for (int j=0; j<nb; j++) {

word = st.nextToken();

tlulj] = Double.valueOf(  word ). doubl eVal ue();
}

}
catch (IOException e) {

System.out.prin tt n("err eur de lecture");
}
catch (NumberFormatEx ception e) {
System.out.prin tt n("err eur de conversion chaine vers double");

}

return  tlu;

}

public  void fermer() {
try { fichier.close() v}
catch  (IOException e) {
System.out.prin tl n( "L e fichier ne peut pas étre fermer");

}

On présenteensuitela classelnterPoly qui permetde repesenterune
interpolation polyndbmiale dont le constructeurse chagera de mémoriserles
tableauxdescoordonmeesdespointsd’appuiqui lui sonttransmisenparangtres.
Ceconstructeucommencegalemente calcul descoeficientsqui ne dependent
pas de I'abscissea laquelle se fera la calcul d’interpolation : il s’agit des

coeficients % Une méthodeprivéesechage du calculde v, etfinalement

; .

k
la méthodepubliqueinterP  effectuele calculeffectif del'interpolation.

import  java.lang.*;
import  java.io.*;
import  java.util.*;
import TableauFileln;

class InterPoly {
int n; /I nombre de points d'interpolatio n
double [] xk; // abscisses des points d'interpolatio n
double [] vyk; // ordonnes des points d'interpolation
double [] vydp; /I coefficients de la formule d'interpolation
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static double epsilon = 1le-10; // epsilon-machine

InterPoly(doub le [] xdata, double |[] vydata) {
n = xdata.length;
xk = xdata; yk = ydata;
ydp = new double[n];
calCoef();
}

/I calcul de gamma_n(x)

private  double gamma(double x) {
double prod = x-xK[O];
for (int i=1; i<n; i++) { prod *= Xx-xK[i; }
return  prod;

}
private  void calCoef() {
double prod;
int  k,j;
for (k=0; k<n; k++) {
prod=1;
for (j=0; i<k; j++)  { prod *= xK[K]-xk[]; }
for (j=k+1; j<n; j++) { prod *= xKk[K]-xK[]; }
ydplk] = yk[K]/prod;
}
}
public  double interP(double X) |
double diff;
diff = x- xK[O];
if (Math.abs(diff) < epsilon) return  yKk[O];

double som = ydp[0]/diff;

for (int k=1; k<n; k++) {
diff = x-xk[k];
if (Math.abs(diff ) < epsilon) return  yk[K];
som += ydp[k]/diff;

}

return  som*gamma(x);

Nous présentonensuiteune classequi contientun programmede test qui
lit un fichier contenantes coordon@esdes points d’appui et qui affiche dans
une fenétre un graphiquequi contientles points de supports(sousla forme de
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petits cares) et une courbede la fonction d’interpolationconstruitea partir de
cespoints.Cestracsgraphiquesitilisentla bibliothequedécritedansla chapitre
précedentet sontdécritsdansla méthodepaint dela classeCanvasGraphe
dontle constructeumitialise lescomposantgraphiquesjui serontutiliséset qui
sonttransmisenparanetres.

Le domainede repiesentationde ce graphiqueest obtenuen recherchant
les coordon@esextremesdes points de support.Ceci se fait gracea la classe
MaxminTabDouble construitea ceteffet et decritedansle listing qui suit:

import  java.lang.*;
import  java.io.*;

import  java.util.*;

import  java.awt.*;
import TableauFileln;
import  InterPoly;

import DomaineDouble;
import Domainelnt;
import  ManipGraphe;
import  FenetreGraphe;

class CanvasGraphe extends Canvas ({
ManipGraphe mp = null;
DomaineDouble cr;
Domainelnt  ce;
FoncD2D f;
double[]xdata;
double[]ydata;

CanvasGraphe(D omai neDoubl e domReel, Domainelnt domEcran,
doublel] X, double[] y, FoncD2D fonc) {
cr = domReel; ce = domEcran;
xdata = x; ydata =vy; f = fonc;
setSize(new  Dimension(ce.xm ax- ce.x min, ce.ymax-ce.ymin )) ;
mp = new ManipGraphe (domReel, domEcran);

}

public  void paint(Graphics 9 {
mp.coloreFond( g, Color.white);
mp.traceAxesCe ntres (g, Color.black);
mp.tracePoints (g, Color.red, xdata, ydata);
mp.traceFoncti on(g, Color.blue, f, cr.xmin, cr.xmax);
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}

class MaxminTabDoubl e {
double maxi, mini;

MaxminTabDoubl e(double[ 1 t) {

maxi=t[0]; mini=t[0];

for (int i=1; i<tlength; i++)  {
if  (tfi] < mini)  mini=ti];
it (t[i] > maxi) maxi=t[i];

}

}

public  double getmaxi() {return maxi;}
public  double getmini() {return mini;}

class PrginterPolyGr a {
public  static void main(String args|]) {
/I lecture du fichier de donneéees

TableauFileln f = new TableauFileln( "d onnees. dat" );
double[] xlu = f.lectureTablea u();

double(] ylu = flectureTablea u();

f.fermer();

/[ calcul des extrema des tableaux :
MaxminTabDoubl e mxlu = new MaxminTabDouble( xI u);
double maxxlu mxlu.getmaxi();

double minxlu mxlu.getmini();

MaxminTabDoubl e mylu = new MaxminTabDouble( vyl u);
double maxylu mylu.getmaxi();

double  minylu mylu.getmini();

o 1

/I construction de [linterpolation polynomiale
InterPoly pp = new InterPoly(xlu, ylu);
/I representation graphique du calcul

DomaineDouble dr = new

DomaineDouble( minxlu , minylu, maxxlu,  maxylu);
Domainelnt de = new Domainelnt(0, 0, 600, 450);
CanvasGraphe c¢g = new CanvasGraphe(d r, de, xlu, ylu, pp);
FenetreGraphe X new FenetreGraphe( de, cg, pp.libelle());
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x.show();

Nousmontrondesrésultatobtenugpourdeuxexemples:

Premier exemple

Le fichier d’entrée qui a éte utilisé pour les coordon@esdespointsd’appui
estcompo£ de 4 pointset permetd’obtenirun résultatprévisible et satishisant.
Il corresponchuxdonreessuivantes

4
04 05 0.7 0.8

4

-0.91 -0.69 -0.85 -0.22

Lafenétregraphiqueobtenuecommerésultatdeceprogrammea partirdeces
donrées,correspondla figure5.1.

— -ii |graphe d’une fonction - 0O X

-0.22

-0.91

Interpalation polunomiale

FIG. 5.1: Ferétregéréreepar lerexemplede calculd’interpolationpolyndmiale

Deuxiemeexemple
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Nousprenonsnaintenant’'exempledu a Rungeet qui consistea calculerune
interpolationpolyndmialea partirde pointsd’appuiextraitsdela courbesuivante:

1

0 =1

Rungeamont’é quel’erreur commiseentrecettefonctionet soninterpolation
polyndmialetendaitversl’infini lorsquele degré d’interpolationtendaitlui-aussi
verslinfini.

Le fichier dedonréesutilisé estalorsle suivant:

11

5 4 3 -2 -1012345

11

0.038 0059 01 02 05 1 05 0.2 01 0.059 0.038

Commele laissepréwir la propriete énon@&e precedemmentla courbed’in-
terpolationva présentedesoscillations,cesderniressesituentpourlesvaleurs
d’abscissesyantles plus grandesvaleursabsoluesC’est effectivementce que
donnelarepiésentatiomgraphiqueobtenueparle programmeetqui estrepresenée
surlafigure5.2.
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— -ii |graphe d’une fonction - 0O X

1.962

FO.443

Interpalation polunomiale

FiGc. 5.2: Exemple de calcul d’interpolation polyndomiale correspondantau
phénonenede Runge



Chapitre6

Approximation par moindrescarres

6.1 Principe d’approximation et critere de
moindrescarres

On consicereles n+1 points (z;, ¢;), pouri = 0,...,n, de IR?. Dansle cha-
pitre précédent,on s’estintéresg a la rechercheet au calcul de la fonctiond’in-
terpolationqui passeexactemenipar cespoints. Dansce chapitre,on cherchea
construireunecourbequi, dansun sensa préciser s’approchelespoints(z;, ¢;),
cespointspouvantprovenirdemesuresparexemple,etdonccontenirdeserreurs
expérimentales.

' p)

X X

FIG. 6.1: Approximationde donreesparunefonction p(x)

On recherchedoncunefonction d’approximation,encoreappeée mockle et
nottep(x) qui va répondrea cettequestion.Ce mocdkle dependde parangtres:

144
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parexemple,s’il corresponda unefonction polyndbmed’un degré donre, les pa-
rametressontles coeficientsdu polyndbme.

Le problemequel’on seposeconsistedonca recherchete meilleurjeux de
paranetresde fagon a ce quela courberepésentatie du modcele passe‘au plus
prét” despointsdedonrees.

La notion de meilleure proximité retenueici estle critere des moindres
carrés Il consistearecherchete minimumdela fonction:

n
Z (p(z:) — Ci)2
=0

Le minimumestréalis pourdesvaleursparticulieresdesparangtresqui cor-
respondentloncal’ajustementdu modele parrapportaux pointsde donrées.

6.2 Reégressionlineaire

FIG. 6.2: Régressioninéaire

Onrecherchda droite d’équationy = ax + b la plus prochede 'ensemble
despoints (z;,¢;), i = 0,...,n, au sensdesmoindrescaries. Si on notee; =

z

¢; — (az; +b) I écartentrela droitederégressioretle pointconsiceré, oncherche

le minimumde . .
Q(a,b) = Zef = Z(Cz — az; — b)?
=0 =0
afin d’obtenirlesmeilleuresvaleursdesparanetresa etb.
Le minimumestobtenuesi

0Q
%—0

0Q

t = =
e % 0
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FIG. 6.3: Ecartentreun point et unedroitederégression

Il fautdoncrésoudrde sysemelinéairesuivantd’ordre?2 :

oQ =
" ZE:O zi(c; —ax; —b) =0

0
0Q = _
5 = 2 ZZ_;(CZ ar; —b) =0

C'estadire
n n n
i=0 i=0 i=0
ain +(n+1)b= Zci
i=0 i=0

dela dernireéquationpnendéduitque

b=c¢c—ax

X . IR R
ou I'on notez, la moyennedesz;, a savoir E Z;.
n+l1 i=0

En substituantlansla premereéquationon obtient

n n n
2 _ _
aE a:i-l-(c—ax)g x; = E Tic;
=0 =0 i=0

146



Méthodeswumériquesavec Java 147
En utilisantla variance

1 - )2 1 \~2
Vm:n+1 (Z(xi—x))=n+12xi—x

=0 1=0

onobtient: .
aln+ 1)V, = inci —(n+1)zc
=0

Et doncla valeurdea vaut:

n

inci —(n+1)zc

1=0

“= (n+ 1)V,

Il restealorsa déterminerla pertinencedu calcul de régressiorinéaire par
rapportauxdonrees.Pourcela,on définit le coeficientde corrélationlinéaire :

inci —(n+1)zc

(n+ 1)V, Ve,

— Onmontreque—1 < R<1

— Si|R| estvoisinde 0 alorsil n'y a pasdeliaisonlinéaireentreles 2 coor
donréesdespointsde donréeset le calcul de régressiorinéairen’est pas
repiesentatifde cesdonrées

— Si|R| estvoisinde 1 alorsles pointsde donréessontprochesd’un aligne-
mentetle calculderégressiorsejustifie.

6.2.1 Mise enccuvre enJava

Nous présentonsmaintenantune mise en ceuvredu calcul de régression
linéaire en utilisant les formules precédentes.Nous calculonsles coeficients
de la droite de régressioret le coeficient de corrélation a partir du calcul des
differentesommesntervenantdanslesformules.

La classeReglin effectuecescalculsdansla méthodecalculCoef . Elle
pos®deun constructeugui a deuxparangetrescorrespondantaux deuxtableaux
contenantescoordon@esdespointsd’appui. Cesdeuxtableauxsontmémories
dansdesdonreesmembresLe calcul descoeficients estalorslance en fin de
constructionOn ac@deaux résultats stockesdansdesdonreesmembresgrace

adesopérateurgl’aca@sdu type getxxx
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import  java.lang.*;
import  FoncD2D;

class Reglin implements FoncD2D{

int n; // nombre de points de support
double[] X; /[ abscisses des points de support
double[]] v; /l ordonnees des points de support
double a, b; /I resultats de la regression :ax+b
double r; /I coef. de correlation

Reglin(double[ ] xdata, double[] ydata) {
X = xdata; y = ydata; n = x.length;
calculCoef();

}
private  void calculCoef() {
double sx=0, sx2=0, sy=0, sy2=0, sxy=0;
for (int i=0; i<n; i++) |
sx += X]i; sx2  += X[i*X[i];
sy +=ylil;  sy2 += y[i[*y[i];
sxy += X[iJ*VIi];
}
double num = sxy - sx * sy /n;
double denx = sx2 - sx * sx /n;
double deny = sy2 - sy * sy /n;
a = num/denx;
r = num/Math.sgrt(d enx* deny);
b =(y - a*sx) [/ n
}

public  double geta() {return a;}
public  double getb() {return b;}
public  double getr() {return r;}

public  double calcul(double z) {return a*z+b;}
public  String libelle() {return "regression lineaire";}

Nous présentonsmaintenantun programmeutilisant la classe Reglin
pour calculer la droite de régressiona partir de donrees stockées dans un
fichier. Ce programmeest, en fait, trés similaire au programmed’exemple du
chapitre précedent sur 'interpolation polyndmiale. On utilise la méme classe
CanvasGraphe quin’estpasréécriteci-dessous.
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import java.lang.*;
import  java.io.*;

import  java.util.*;

import  java.awt.*;
import  TableauFileln;
import  Reglin;

import  DomaineDouble;
import Domainelnt;
import  ManipGraphe;
import  FenetreGraphe;
import  MaxminTabDouble ;

class PrgReglin  {
public  static void main(String argsl]) {
/I lecture  du fichier de donneéees

TableauFileln f = new TableauFileln( "d onnees. dat" );
double[] xlu = f.lectureTablea u();

double(] ylu = flectureTablea u();

f.fermer();

/[ calcul des extrema des tableaux

MaxminTabDoubl e mxlu = new MaxminTabDouble( x| u);
double maxxlu mxlu.getmaxi();

double  minxlu mxlu.getmini();

MaxminTabDoubl mylu = new MaxminTabDouble( vyl u);
double maxylu mylu.getmaxi();

double  minylu mylu.getmini();

o I 1

/I construction de [linterpolation polynomiale
Reglin  rl = new Reglin(xlu, ylu);
System.out.pri ntIn( "Resul tats du calcul de regression lineaire M);
System.out.pri nt In( "Fonct io n de regression "
+rl.geta()+ " x + " +rl.getb());
System.out.pri nt In( "c oeff ic ien t de correlation . "+rl.getr());
/I representation graphique du calcul

DomaineDouble dr = new DomaineDouble(m inx lu, minylu, maxxlu, maxylu);
Domainelnt de = new Domainelnt(0, 0, 600, 450);

CanvasGraphe c¢g = new CanvasGraphe(d r, de, xlu, ylu, rl);
FenetreGraphe x = new FenetreGraphe( de, cg, rllibelle());

x.show();
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Ce programmeesttest a partir desdonréesdu fichier “donnees.dat
suiant:

13
08 49 51 6.7 27 34 38 65 72 85 95 97 98
13
08 16 31 6.0 15 26 41 66 78 86 93 96 96

Le programmeernvoie desrésultatssousformetexte qui sontlessuivants:

java PrgReglin

Resultats du calcul de regression lineaire
Fonction de regression : 1.0312158159925 882 x + -3.04762618087 2437
coefficient de correlation :0.9939141140402 419

Le programmdanceégalement'ouverturede la fenétre graphiquesuivante
repésenéeparlafigure6.4.

6.3 Genéralisation aux modeleslineaires

Nousallonsétendrde calcul de régressiorinéairea un mocele plus géréral
dutype:

p(x) =) ajd;()
=0
apartirdesdonrees(z;, ¢;),0 <i<n

Lesfonction¢; sontconnuesalorsquelescoeficientsa; sontlesparangtres
aajusterparrapportauxdonrees.

Un tel mockle estappet linéaire enraisonde sonexpressiomui esteffecti-
vementiinéaireparrapportaux parangtresc; .

Onretrouwe le mockle derégressiorinéaireenposantn = 1, ¢g(z) = 1 et
¢1(x) = z. L'expressiondu mockleestdoncp(z) = ¢ + ¢1x.
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— -ii |graphe d’une fonction - 0O X

regression |ineaire

FIG. 6.4:Ferétregéreréeparle programmeletestdu calculderégressiofinéaire

Comme pour le calcul de régresxionlinéaire, on appliquele critere des
moindrescariésqui consistearecherchefe minimumdela fonction

n

S(ag, a1y -y Q) = Z(Ci—p(%’))Q

1=0

n m 2
= D (6= Do)

i=0 =0

Ce minimum est atteind lorsqueles dérivéespartiellesde S par rapporta
chaquecoeficientay, k£ = 0...m, sontnulles:
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9S(ao, - -, )
80%

2) (Cz’ - Zajqﬁj(x,-)) (—dr(z;)) = 0

1=0

n

Z Z a;oi(w:)dr(x;) = Z itk (;)

1=0 j=0 i=0
Do) drl@)di(@) = D dulw)e
Jj=0 i=0 i=0

C’estuneéquationlinéaiream + 1 inconnues «;, j = 0,...,m qui sedécline
pourchaquevaleurdek, k = 0, ..., m. Ondoitdoncrésoudrain sysemed’ordre
m—+ 1.

6.3.1 Ecritur e matricielle du probleme

OnposeF matriced’ordre (n + 1, m + 1) dontlescoeficientsvalent:
Fij = ¢;(x:)

etonposeY le vecteurdecomposanteée, . . ., ¢,).
On peutmontrerquele sysemeprécdents’écrit :

(F'F) X = (F'Y)

La solution X correspondiux(m + 1) coeficientsa; cherctés.En effet

(F'Y), = > (F"), Y= éul@)e
1=0 1=0

(F'F)X), = (F'F),,; X; = Z ( ¢k($i)¢j(9€i)> a;

7=0
Onadonchien,pour0 < k < m:
((F'F) X)

= (F'Y),
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6.3.2 Mise enceuvre enJava

Nousprésentonsnaintenantinemiseenceuvrede cecalculmatricielpermet-
tantuneidentificationd’'un mocelelinéaire apartird’'un ensembl@lepointsd’ap-
pui. Nousutilisonslesdifferenteslassesonstruiteslandeschapitreprécedents,
asasoir :

— vecteur :laclassedevecteursiéfinitenl.3.4;

— matrice :laclassedematricesdéfiniten3.4.2;

— sysGenelLU : la classede sysemeslinéairesgéréraux définit en 3.4.5.
Nous utilisonsaussiune classed’exceptionSysLinException définie
dande mémechapitreetappeéelorsquela résolutiond’un sysemelinéaire
échougmatricenumériguemensinguliere,parexemple).

Le constructeurde la classeModlin qui suit se chage uniquementde
récugererle tableaude fonctionspasg&sen paranetreset I'affectea unedonrée
propre du mémetype. La méthodeidentifie se chage de faire le calcul
d’identification sousforme matriciel commedeécrit prec@demment les matrices
et vecteursnécessairesontconstruitset on appellela méthodede résolutionde
systémedela classesysGenelLU . Une méthodegetcoef permetde renvoyer
un descoeficientsidentifies. On définit aussiles deux méthodesde l'interface
FoncD2D que notre classeimplémente.Ces méthodesseront utilisées, par
exemple, pour permettreune repesentationgraphiquegrace a la bibliotheque
définieauchapitre4.

import  vecteur;

import  matrice;

import  sysGeneLU;

import ~ SysLinException
import FoncD2D;

class Modlin  implements FoncD2D{
int m; /I nombre de fonctions de base du modele
vecteur  coef; /I  coef. du modele a identifier
FoncD2D [] phi; // fonctions de base

Modlin(FoncD2D [] foncbase) {
m = foncbase.length :
phi = foncbase;

}

public  void identifie(doubl e[] xdata, doublel] ydata)
throws SysLinException {
/[ 1. construction des matrices et vecteurs
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vecteur y = new vecteur(ydata);
int n = ydata.length;
matrice f = new matrice(n,m);
matrice ft = new matrice(m,n);
for (int i=0; i<n; i++)
for (int j=0; j<m; j++) |
double coefij = phi[j].calcul( xdata [i ]) ;
f.toCoef(i, i, coefij);
ft.toCoef(j, i, coefi));
}
/[ 2. Construction et resolution du systeme lineaire
matrice a = matrice.produit (ft f);
vecteur b = matrice.produit ft y);
sysGenelLU syst = new sysGenelLU(a,b);
coef = syst.resolutio n();

}

public  double calcul(double X) {
double result=0;
for(int i=0; i<m; i++)
result  += coef.elt(i) * phi[i].calcul(x );
return  result;

}

public  String libelle() {return "modele lineaire de moindres

public  double getcoef(int i) {return coef.elt(i);}

Le programesuivantdonneun exempled'utilisation de cetteclassell a pour
but de trouver uneapproximationpar un polynomede degré 3 d’'un ensemblale
pointslus dansun fichier. I| estengrandepartie similaire a celui du paragraphe
préccdent saufpourla constructiord’'uneinstancedela classeModlin . L'appel
ala méthoded’identificationqui suit sefait engérantl’exceptionéventuellement
déclanclee si la résolutiondu syseme échoue.On remarquerde processusle
constructiondesdifféerentesfonctionsde basedu mocele et du tableauqui les
contient.

import  java.lang.*;
import  java.io.*;
import  java.util.*;
import  java.awt.*;

carres";}
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import TableauFileln;
import  Modlin;
import DomaineDouble;
import  Domainelnt;
import  ManipGraphe;
import  FenetreGraphe;
import  MaxminTabDouble ;
class Fbasel implements FoncD2D{
public  double calcul(double x) {return 1}
public  String libelle() {return "f(x)=1";}
}
class Fbase2 implements FoncD2D{
public  double calcul(double x) {return X;}
public  String libelle() {return "f(x)=x";}
}
class Fbase3 implements FoncD2D{
public  double calcul(double x) {return X*X;}
public  String libelle() {return "f(x)=x"2";}
}
class Fbase4 implements FoncD2D{
public  double calcul(double x) {return X*X*X;}
public  String libelle() {return "f(x)=x"3";}
}
class PrgModlinPoly {
public  static void main(String args|]) {
/I lecture du fichier de donneéees
TableauFileln f = new TableauFileln( "d onnees. dat" );
double(] xlu = f.lectureTablea u();
double[] ylu = f.lectureTablea u();
f.fermer();
/I calcul des extrema des tableaux
MaxminTabDoubl e mxlu = new MaxminTabDouble( xl u);
double maxxlu = mxlu.getmaxi();
double minxlu = mxlu.getmini();
MaxminTabDoubl e mylu = new MaxminTabDouble( yl u);
double maxylu = mylu.getmaxi();
double minylu = mylu.getmini();
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/I construction de rlinterpolation polynomiale
Fbasel f1 new Fbasel();

Fbase2 f2 = new Fbase2();

Fbase3 f3 new Fbase3();

Fbase4 f4 new Fbase4();

FoncD2D [] fbase = {f1, f2, {3, f4}

Modlin  ml = new Modlin(fbase);

try {
ml.identifie(xI u, ylu);
System.out.prin tl n("Result ats de Tlidentifiactio n des coef.
for (int i=0; i<fbase.length ;i)
System.out.prin tl n("co ef. "+i+" : "+ml.getcoef(i ) ;
/I representation graphique  du calcul

DomaineDouble dr = new DomaineDouble(mi nxlu , minylu,
maxxlu, maxylu);
Domainelnt de = new Domainelnt(0, 0, 600, 450);
CanvasGraphe c¢g = new CanvasGraphe(dr , de, xlu, vylu, ml);
FenetreGraphe x = new FenetreGraphe(d e, cg, mllibelle());

x.show();
}
catch(SysLinEx cepti on e) {
System.out.prin tt n("err eur au cours de [lidentificatio n");
}
}
}
Le programmeprécdentesttese surle jeu dedonreesqui suit :
13
6 5 4 -3 -2 -1 0123456
13

-12 .13 9 -7 -9 0513116950

Le programmeenvoie lesrésultatssousformetexte qui suvent:

java PrgModlinPoly

Resultats de [lidentifiaction des coef.
coef. 0O : 4.160839160839 161
coef. 1 : 3.772560772560 772
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coef. 2 : -0.30269730269 73027
coef. 3 : -0.07925407925 407925

Il provoqueégalement’'ouverturede la fenétre qui estdécrite dansla figure
6.5.

— -ii |graphe d’une fonction - 0O X

15.0

-6.0 6.0

7 -13.0

modele lineaire de moindres carres

FIG. 6.5: Ferétre gérerée par le programmede calcul d’'un mocele linéaireen
utilisantun polyndomededegré 3

Le résultatobtenueresteassezéloigré des points de supportcar le degré
du polyndme est relatvementpeu élevé par rapport aux variationsdes points
de donrees.On montre ci-dessousommentil esttres simple de construireun
nouveaumodele,ici un polyndmede degré 9, et de I'int égrerau programmede
test. Toutesles classeautiliséessont suffisammenigérériquespour ne pasavoir
besoind’étre modifiee. Le programmede test devra définir toutesles classes
qui vont permettrede construireles fonctionsde basenécessairesappetesici
Fbasexxx . Il ne resteraplus qu’a les instanciereffectivementet utiliser ces
instancespour construirele tableauxdesfonctionsde base.Tout le restereste
inchang. Voici ci-dessou$a partiede programmex modifier:
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class Fbasel implements FoncD2D{
public  double calcul(double

public  String libelle()

X)

{return

}

class Fbase2 implements FoncD2D{
public  double calcul(double

public  String libelle()

X)

{return

}

class Fbase3 implements FoncD2D{
public  double calcul(double

public  String libelle()

X)
{return

class Fbase9 implements FoncD2D{
public  double calcul(double

public  String libelle()

X)
{return

}

class FbaselO0 implements
public  double calcul(double

public  String libelle()

FoncD2D{
X)

{return

}

class PrgModlinPoly {

public  static  void main(String
/I lecture du fichier
TableauFileln f =
double[] xlu = f.lectureTablea
double(] ylu = flectureTablea

f.fermer();

/I calcul des
MaxminTabDoubl e
double maxxlu
double minxlu
MaxminTabDoubl
double maxylu
double minylu =

mxlu = new
mxlu.getmaxi()
mxlu.getmini();
mylu = new
mylu.getmaxi()
mylu.getmini();

o I

{return
"T0)=1"}

1;}

{return
"T0)=x")

X;}

{return X*x;}
"f(x)=x"2"}

{return XEXEXFXEXEXEX*
"f(x)=x"8";}

{return XFXEXEXFXEXEX*
"f(x)=x"9";}

argsfl)  {

de donneéees
new TableauFileIn(

u();
u();

extrema des tableaux

MaxminTabDouble(

Xl u) ;

MaxminTabDouble(

yl u);

158

"d onnees. dat" );
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/I construction

Fbasel fl1 = new
Fbase2 f2 = new
Fbase3 f3 = new
Fbase4 f4 = new
Fbase5 f5 = new
Fbase6 f6 = new
Fbase7 f7 = new
Fbase8 f8 = new
Fbase9 f9 = new
Fbasel0 f10 =

FoncD2D [] fbase
Modlin - ml = new

159

de linterpolation
Fbasel();
Fbase2();
Fbase3();
Fbase4();
Fbase5();
Fbase6();
Fbase7();
Fbase8();
Fbase9();

polynomiale

new Fbasel0();

= {f1, f2,
Modlin(fbase);

f3, f4, f5, f6, f7, 8, 9, f10};

Les résultatsobtenussont donrés ci-apes, ainsi que la fenétre graphique
géréreedansla figure6.6.

java PrgModlinPoly

Resultats

coef.
coef.
coef.
coef.
coef.
coef.
coef.
coef.
coef.
coef.

©CoOoO~NOOULS WNPEO

de [l'identifiaction
7.005477494642
8.749201812979
-2.16067806677
-1.49141886530
0.223665398176
0.119634039653
-0.00928900068
-0.00398957463
1.240079365080
4.586325270847

des coef.
518
114
41687
43547
94758
8589
800065
1021212
2364E-4
8754E-5

Nousmontronsmaintenantin nouveaucalcul,a partirdesmémesdonrées et
qui utilise un mocdele constitle d’'une sommede 4 fonctionstrigonomeétriques

p(z) = a1 c0s(0.5x) + as sin(0.5z) + a3 cos(1.5x) + a4 sin(1.5zx)

La partiede programmea modifierestla suvante:
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— -ii |graphe d’une fonction - 0O X

-6.0

-13.0

modele lineaire de moindres carres

FIG. 6.6: Ferétre gérérée par me programmede calcul d’'un mocele linéaireen
utilisantun polyndmededegré 9

class Fbasel implements FoncD2D{

public  double calcul(double x) {return Math.cos(x/2); }
public  String libelle() {return "f(x)=cox(x/2)" i}

}

class Fbase2 implements FoncD2D{
public  double calcul(double x) {return Math.sin(x/2); }
public  String libelle() {return "f(x)=sin(x/2)" i}

}

class Fbase3 implements FoncD2D{
public  double calcul(double x) {return Math.cos(1.5*x  );}
public  String libelle() {return "f(X)=cos(1.5*x )"}

}

class Fbase4 implements FoncD2D{
public  double calcul(double X) {return Math.sin(1.5*x )}
public ~ String libelle() {return  "f(x)=sin(1.5*x )"}
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class PrgModlinTrigo {

public  static  void main(String
/I lecture  du fichier de donnees
TableauFileln f = new TableauFileIn(
double[]  xlu f.lectureTablea u();

f.lectureTablea

argsfl)  {

"d onnees. dat" );

double[] ylu
f.fermer();

/I calcul des
MaxminTabDoubl e
double maxxlu
double minxlu
MaxminTabDoubl
double maxylu
double minylu =

o I

/I construction
Fbasel f1 =
Fbase2 f2 =
Fbase3 f3
Fbase4 f4
FoncD2D []
Modlin ml =

new
new
new
new
fbase
new

u();

extrema des tableaux

mxlu = new MaxminTabDouble( xI u);
mxlu.getmaxi();
mxlu.getmini();
mylu = new MaxminTabDouble( vyl u);
mylu.getmaxi();
mylu.getmini();

de linterpolation
Fbasel();
Fbase2();
Fbase3();
Fbase4();
= {f1, f2,
Modlin(fbase);

polynomiale

f3, fa);

Lesrésultatsmumeriqueset graphiquegcf. figure 6.7) sontdonrésci-apes.

java PrgModlin

Resultats
coef. O :
coef. 1 :
coef. 2 :
coef. 3

de Tl'identifiaction
5.208201909446
10.34872534052
1.446618702950
3.250853663738

des coef.
939
8471
3472
151

Nous remarquonsune assezbonne solution grace a ce polyndbme trigo-
nometriquealorsque,seuls,quatrecoeficientssonta calculer comparatrement
aux 10 coeficientsde I'approximationpolyndmiale précdente Toutefois, il est
nécessairguelesfréquencesesfonctionstrigonométriquesentrantenjeu soient
correctemenajuseesaux donréesd’entrée.En effet, cesfrequencese sontpas
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— -ii |graphe d’une fonction - 0O X

-6.0

o

-13.0

modele lineaire de moindres carres

FIG. 6.7: Ferétre gérérée par me programmede calcul d’'un mocele linéaireen
utilisantun polyndmetrigononétriquea 4 termes

calcukespar la méthoded’ajustementPour qu’elles soientdétermireespar un

processugle moindrescaries, il seraitnécessaired’introduire des coeficients
a identifier a I'int érieur des fonctionstrigononétriques: le mocele n’est alors
plus linéaireet la méthodedécrite, ici, n’est plus suffisante.ll fautélaborerune

méthoded’ajustementde modelesnonlinéaires Pourcela,un procece classique
seraitde plongerla méthodeprécdentedansun processustératif ou 'on rem-

placelesfonctionsnonlinéairesparleur développementimité au premierordre.
La corvergencedu processudtératif permetalorsd’obtenir la solutionde notre
probleme non linéaire. Nous n’irons pas plus loin, dansle cadrede cet ou-

vrage,sur cetteméthodesuggereeici, mémesi les classegjue nousavons déja

présenkes,notammenta classelterGene du chapitre2, nousfournissentdes
outils intéressantde démarraggourunemiseenceuvre.
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6.4 Enoncesdesexercicescorriges

Exercice45 :
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6.5 Enoncesdesexercicesnon corrigés

6.6 Corrig ésdesexercices

exercice22
exercice23
exercice 25
exercice 26

exercice29



Chapitre7

Int egration Numerique

Les méthodedd’intégrationnumérique,interviennenessentiellemeribrsque
uneprimitive de f estd’expressiorassezompliqueeou inconnue ou lorsque f
n’est connueque par points, par exemplesi elle résultede mesurephysiques,
on peutl'approcheralors par interpolation( chap. precdent),puis on integre
numeriquementinterpolée.Ontraiteraseulementesintégralesdu type:

= /abf(x)dx

ou [a, b] estunintervallefini delIR et f estcontinuesur|a, b].

7.1 MethodesdesRectangles

7.1.1 MeéthodedesRectanglessuperieurs etinférieurs

f(x) o f(x)

.

N A 7N\ Lo BN\ D\
X

N\
N

o

x

Figure 8 Figure 9

On consictreunesubdvision de [a, b] ensousintervalleségaux|z;, z; 1] ou
x;=a+ih, (=0,---,n),a=1x9,b=1x, eth= ”*T“ Onsupposdesvaleurs

165
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f(z;) connuepouri = 0, - - - , n. Puissurchaquesous-interalle [z;, z;41], (i =
0,---,n — 1) onremplaceda fonction f(z) par f(z;) dansle casdela méthode
desrectanglessugerieurs(fig 8) et par f(x;,1) dansle casde la méthodedes
rectanglesnférieurs(fig 9).

7.1.2 Méthodedesréctanglespoints-milieux
f(x)

Figure 10

Cette fois-ci on prend pour chaque sous-interalle [z;, z;.], f(Z52tL)
commehauteurdu rectanglepnaalors

x; + Ti+1

5 )

/' " b (@) dz ~ B

d’ou

b n—1 . . n—1 2 1
[ rtere = S hr T = b+ 5

Ondémontrequel’erreur de cetteméthodeest:

(b_a’)2 '
max |f'(x
5N we[a,b]\ (z)]

7.2 Methodesdestrapezes

On consicere une subdvision de [a,b] en sousintervalleségaux[z;, ;1] de
bornesz; = a +ih, (i = 0,-++,n), a = zy,b = z, eth = =% Onsuppose
connuedesvaleursf(z;) pouri = 0,--- ,n. Surchaquentervalle [z;, z;+1] on

remplacda fonction f(z) parladroite: y = f(xz;) + (z — x;) f(xitz : i(xl) :
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L'aire exacteestdoncrempla&eparl'aire T; dutrapeze.Par congquentensom-
mantles airesdesn trapezesde base[z;, z;11], (: = 0,---,n), on obtientune
approximatiori/,del'int égralel ; commeT; = %(f(zi+1) + f(z:)), alors

/f B o) + F(a) +2foz -

Pourjustifier ce procéce il fautmontrerque}, peutétrerenduaussiprocheque
I'on veutde I pourvuquele pash soit’assezpetit’ etque f soit’assezréguliere’
( voir les réferencedonréesen fin de ce polycope).On démontreque I'erreur
E, = I — T, commiseparapplicationde cetteméthodeestdonréepar:

(b — a)h?

Eh = _Tf”(f) ) 66 [aab]

Doncsi M, = max(ay | (1), alors| E,| < &9 M,

7.3 Meéethodede Simpson

Danscetteméthodeon supposeque n estpair (soit n=2s), puis on subdvise
[a, b] enssousintervalleségauxz; 1,z;1] delongueurh, (i =1---s— 1), puis
onremplacef (z) surchaquentervalle [x;_1, z; 1] nonpasparunedroitecomme
danslestrapezes maispar une paraboleayantaux abscisses;_1, z; et ;11 les
mémesvaleursque f ; c’esta dire paruneinterpolationquadratiquesur cestrois
points.Le polyndbme P, d’interpolationenz; i, x; et z;,1 est(voir chapitre4) :

(@ — zi)(z — 29)

Pi(z) = f(zio1)

2h?
- e e )
= f($i+1) (x —~ xi);;fz_ xiil)

D’autre partla surfaceS; délimitéeparcetteparabole)esdroitesz = z;_1, z =
z;41 etl'axe desabscisses’obtientencalculant f;_*ll P (z)dx d’ou;

S; = g(f(fvi—O +4f(z;) + f(wiz1))
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Cecidonnel’approximationde SimpsonS;, de I, ensommanties airesS; pour
i =1an — 1. Finalement

Sk = g7 @) + fa) + 4L (@) + (a0) +
(o )]+ 20 2) + @)+ S )]

C'estadire:
s—1

Sh= S17(m0) + F(e2) + 43 Flamenr) +2 3 Floa)]

k=1

Ondémontrequel’erreur E;, = I — S, commiseparapplicationde Simpsonest
donréepar:

(b—a)h® 4
By = -0 & b
h 180 f (5) ) 66 [av ]
Doncsi M, = maxy, | f® ()], alors
(b—a)
<
Enl < Tgona M

Remarque 7 En géréral la méthodede Simpsondonneune meilleure approxi-
mationquecelledestrapezes( souscertainesconditionsderégularite de f, voir
réferences...), car I'erreur commisdorsqu’onappliquelestrapezesestpropor-
tionnellea h2, alors quepour Simpsorelle estproportionnellea A*, etcommepar
unetransformationde la variable d’intégration on peuttoujours seramenerde
[a,b] &[0,1] etqu'alorsh € [0, 1], onadonch* < h?.

Remarque 8 Comparisondeserreurs:

Rectangles (b — a)Mh
Trapezes | =2M,h°

Simpson | “an,h?

7.4 Meéthodede Romberg

C’estun procece d'acceléerationde la corvergenced’autresméthodescomme
les trapezes.En géréral pour calculer] = I(0) = f:f(m)da:, on fixe un pas
h = % eton approximel (0) parI(h) + E(h), ou E(h) estl'erreur commise,
avecl’hypothesequecetteerreurtendvers0 avech pour f sufisammentéguliere.
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L'id ée de l'algorithme de Rombeg estde prendreune combinaisoninéairede
I(h) etdeI(%) qui donneraunemeilleureapproximatiorde /(0), puisderecom-
menceravec (%), etc- - -

Prenonspar exemplela méthodedestrapezeson a 1(0) = 7, + E(h) ou
T, = T, = I(h) désignd’approximationpourn subdvisionsde|[a, b] delongueur
h.

Dansle casou I'on peutfaireun développementimitéenh ona:
T, = 1(0) + a1h® + agh* + - - - + apth + h®e(h)
doncl'erreurest
E(h) = —(a1h® + agh® + - - - + a,h” + h*e(h))

qui estunesérieconvergente(et~ h?%). D’autrepart:

2 h4 h2p h2p

T = 10) + ar(3) + ) +-+a(y) +(5) (h)

Si on fait % (Cestadire 2-Tn)) |estermesen h? sontéliminés,donc
I'erreur commiseestéquivalentea h*, ce qui estbiensiir meilleur.

En continuantce raisonnemerﬂvec%, g, .- - onobtientl’algorithmede Rombeg
danslequel,pour clarifier les notations les valeursobtenuegirectemenpar les
trapezesserontnotees’ ,,, T4 op, T an, - - -, @ulieudeT),, Ty, Tyy, - - - DEMEMeE
onnoteraly,, T, --- lerésultatdela k™ combinaisorde Rombeg, voir le

tableauci-dessousjui resumecetalgorithme:

Tl,n T1,2n T1,4n T1,8n
la g la B la BV la
T2,n T2,2n T2,4n e

lo g la B/

T3,n T3,2n e

la BV

T4,n ..

Onconstruila premiereligne qui corresponcuxtrapezesavecn subdvisions,2n
subdvisions,etc...etondésigneparlesfléchesy et 5 lesdifferentecombinaisons

N ~ o . A s — 23
al'origine delafléche, doncla deuximeligne estobtenuegracea: ‘WT“ = 225—71‘“
P . ~ . 428—q 22X23_ o BN <
la troisiemeligne estobtenuegrace: ff5 = 22X2f3_1 , etc...d’ou la reglede

récurrenceyui donnele passagelela k™ ligne ala (k + 1) ligne:
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Unefois calcuesTy ,,, Ty on, Tk an ---,0NQ
22k o —Th
Thy1n = — g2

la k¢™¢ ligne du tableaude Rombeg donnedes approximationgde l'int égrale
pourlesqueld’erreurestenh®* ; doncTy, estplusprécisqueT;,, pourj < k, et
d’autrepartTy ,, estmoinsprécisqueTy o, quil’'est moinsqueTy, 45, - - -

La précisionaugmentale hauten baset de gauchea droite du tableau,mais at-
tention,pasnécssairemerdurlesdiagonales.

Remarque 9 . Onremaguequedansla deuxemeligne du tableaude Rombeg,
T, , estexactemente résultatdela méthodede Simpson.
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7.5 Enoncesdesexercicescorriges

Exercice50 :

a) Donnerlesformulesdesrectanglespprochanf = fab f(z)dz.

b) Trouverl’erreur commiseenappliquania méthodedesrectanglesainsiquele
nombreminimumn de subdvisionsde [0, 1] pouravoir fol e*’ dzr 21/100pres

c) Donnerla méthodedesrectangles point milieu.

d) Trouver’erreur commiseen appliquania méthodedesrectangles point mi-
lieu. M@meapplicationgu’ala questionb).

Exercice51 : _
Déterminerparle méthodedestrapezespuisparcellede Simpson/ 2 f(z)dz sur
la basedu tableausuivant:

z |0 /8 /4 3n/8 | w/2
f(z) | 0]0.382683 | 0.707107 | 0.923880 | 1

Cespointsd’appui sontceuxdonnantsin z, compareralorsles résultatsobtenus
avecla valeurexacte.

Exercice52 :
On lanceunefuséeverticalementu sol etI'on mesuregpendanies premires80
secondes$accélerationy :

t(ens) 0 10 20 30 40 50 60 70 80

y(enm/s?) | 30 | 31.63 | 33.44 | 35.47 | 37.75 | 40.33 | 43.29 | 46.70 | 50.67

Calculerla vitesseV dela fuséealinstantt=80s, parles Trapezespuispar Simp-
son.

Exercice53 :
Calculeral'aide de la méthodedesTrapezesl'intégralel = [ sin(z?)dz (avec
N=5 puisN=10 pointsd’appui).

Exercice54 :

Trouver le nombreN de subdvisions nécessairesle 'intervalle d’'intégration
[—7, 7], pour evaluer a 0.510~2 pres, grace a Simpson, l'intégrale: I =
J7_coszdz.

Exercice55 :
Evaluer a I'aide de la méthodedes Trapezes,l'int égrale: f()” =ZLdx, avec une
erreurinférieurea10—*.
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Exercice56 :
Evalueral'aide dela méthodedestrapezespuis celle de Rombeg bagesurles

N vy s 1 N N _
trapezes/intégrale: [, ﬁdﬂf’ avecuneerreurinférieurea10 3.
Comparellesvitessegle convergence Compare’la valeur'exacte’.

Exercice57 :
Soit F(z) = fow te tdt. Combienfaut-il de subdiisionsde [0,1] pour evaluer
F(1) a10"® presenutilisant

1. laméthodedestrapezes

2. laméthodede Simpson
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7.6 Enoncesdesexercicesnon corrigés

Exercice58 :
Soit F(z) = [ t*¢ 'dt. Combienfaut-il de subdiisionsde [0,1] pour evaluer
F(1) a102 presenutilisant

1. laméthodedestrapezes
2. laméthodede Simpson

Exercice59 :
Utiliser laméthodede Simpsorpourapprocheg fol v/ cosh(2z)dz. ensubdvisant
I'intervalle[0,1] en N = 10 partieségales.

Exercice60 :
PourévaluerF'(1), oulafonction F estdonréeparF'(z) = [, sin(t)dt, onintégre
le developpementle Taylor desin(¢) ( qui commenceommesuit: ¢ — 3—3. + g—f
).
1. Donnerl’erreur commisesurle résultatsi on secontentedu développement
alordre 6 de F'(x).

2. Estimeralors F'(1) a cetteerreurpres,et compareta la valeur’exacte’ ob-
tenueparvotre calculette.

Exercice6l : ‘
SoitF(z) = [ e " dt.
1. En utilisant la méthodedestrapezes,combienfaut-il de subdvisions de
[0,1] pourevaluerF (1) a10~2 pres?

2. Détermineralors F'(1) parlestraptzesa10~2 pres.

Exercice62 :
SoitG(xz) = [ cos?(t)dt.
1. Enutilisantla méthodede Simpsoncombierfaut-il desubdvisionsde|0, 1]
pourévaluerG(1) a10=2 pres?

2. DétermineralorsG(1) parla méthodede Simpsona 103 pres.

Exercice63 :
Soit F(z) = [ sin(2t)dt.

1. En utilisant la méthodede Simpson,combienfaut-il de subdvisions de
[0,7/2] pourévaluerF(m/2) a10~2 pres?

2. Détermineralors F' (7 /2).
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Exercice64 :
Soit F(z fo sin(t) cos(t)dt.

1. En utlllsantla méthodede Simpsoncombierfaut-il desubdvisionsde|[0, 1]
pourévaluerF(1) a10=2 pres?
2. Détermineralors F'(1) parla méthodede Simpsoma 102 preés.

Exercice65 :
Soit F(z) = [; tan(t)dt.

1. En utilisant la méthodede Simpson,combienfaut-il de subdvisions de
[0, %] pourévaluerF'(§) a10~? pres?

2. Détermineralors F'(7). Compareiala solutionexacte.

Exercice66 :
Soit F(z) = [, In(t?)dt.

1. En utlllsantla méthodede Simpsoncombienfaut-ildesubdvisionsde([1, e]
pourévaluerF(e) a10 2 pres?

2. DétermineralorsF (e).

Exercice67 :
Soit F(z) = [y g dt.

1. En utilisant la méthodedestrapezezs,combienfaut-il de subdvisionsde
[0, 1] pourévaluerF (1) a10~3 pres?

2. Détermineralors F'(1) parla méthodedestrapezezsa10—2 pres.

Exercice68b :
Soit] = / f(t)dt. On consicereunesubdvision de [a, b] enn sousintervalles

b—a

égauxdebornest; = a + ih,0U0i=0,--- ,n,a =tg,b=1t, eth =
n

1. Retrouer I'erreur E;(h) commiseparla méthodedestrapezessurun sous
intenalle [t;, t;11]. Montrerquela formulegéréraledel’erreur E = I — T},
commiseparapplicationde cetteméthode surtout [a, b], estdonréepar:

5= p ce oy

En deduirequesi M, = max, 5 | £ (t)], alors|Ej,| < ©0° M,

12N2

—t +00

2. Soit f(t) = et—Q etl,, = Fb)dt
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1
(a) Montrerquel,, = J; ou J; = g(u)du etol g(u) = e, (penser

N . 0,
aunbonchangementevariable).

(b) Enutilisantle fait que hm e v =0, approximer.J; parla méthode
u—>0

destrapezes.Sih = 0.5 donnerla valeurapprocleéede J; par cette
méthode.

(c) Combienfaut-il de subdvisionsde[0,1] pourévaluer.J; a10~3 pres
enutilisantla méthodedestrapezes.

Exercice69 :
Pour approchemumériqguement’int égralel = 0+°° %’ on I écrit sousla
formel = Kp + Koo 00 Kp = [ (225 et Ko = [ 192, (3 réel stricte-
mentpositif).
1. I}/Ionzrerquel’on peutdétermineunréelstrictemenpositif 3 tel que K o, <
110,

(Indication: majorer;- par ).
2. PourcalculerKg, onutilise la méthodedestrapezes:

(a) Rappelerda formule destrapezesainsi quel’erreur commisepar son
application.Donnerunedémonstratiordel’erreur.

(b) Exprimerenfonctionde M = mazg|f” («)| le nombreN depoints
d’intégrationnécessair@our calculerk z avecuneerreurinférieurea
1 —4
11074,

(c) Trouver M etendéduireN.
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7.7 Corrig ésdesexercices

exercice31l

= /0 * fa)ds

a) SoitT I'approximationde parla méthodedestrapezes)e pash estdonré

— IN—Z0 _ T
par h = 22 = 2.

T = g (f($0)+f($1)+2;f($i))

= 1”—6 (04 1+ 2(0, 382683 + 0.707107 4 0.92388))

= 0.987116

b) Soit S I'approximationde I parla méthodede SimpsonCelle-cis’écrit,

h
S = 3 (Yo + ya + 4(y1 + y3) + 212)
1
g.g[(0+ 1+4(0.38---+0.92---) +2-0.707)]
1.000135

Lespointsd’appuidonrésdanscetexercicecorrespondert la fonctionsin z. Et
I = [ sinzdz = 1. On constatedoncque I'approximationde I par Simpson

estmeilleurequecelle parlestrapezespuisquelS — I| = 0.000135 et |T' — I| =
0.012884.
exercice 32

Onsaitquel’accelerationy estla déerivéedela vitessel’, donc,
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a) Calculonsl parlaméthodedestrapezeslici, d’apresle tableaudesvaleurs,
h = 10.

I = h (7(9&0) +7(7n) + 2 27(%)>

2 ;
=1
1
= 5.10(30 + 50,67 + 2(31,63 + ... + 46, 70))
= 3089m.s"

b) CalculonsI parla méthodede Simpson.

V(80) = g(v(wo) + (@) +4(y(21) +(2s) + ) +2(v(22) + v(20) +--+))

10
= 3(30 + 50,67 +4(31,63 + 35,47 + ...) + 2(33,44 4 37,75 + ...))
= 3087m.s *

exercice34
Soit

I:/ sin 22 dz
0

a) N = 5 doncle pasd’intégrationesth = g CalculonsI parla méthodedes
trapezes.

1=1 (f(:co) + o) + 2if(x,->)

2

T . 2 . . ™ 2 . 27T 9 . T 9 . 47T )
= 1—O(s1n(7T )+sm(0)+2(81n(g) +SID(E) +s1n(3g) +sm(?) ))
= 0.504431

a) N = 10 doncle pasd’intégrationesth = -

10
P = T (sin(e?) < sin0) -+ 2 +sin P+ in T e in (TP
NG i T T T
= 0.72238

alorsque la valeur‘exacte’ estapproximatvement(.772651. Avec ce pasplus
petit'approximationnumériqueestmeilleure.
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exercice 35
Soit i
I:/ cosx dx
L, . b—a 2T , , .
Le pasd’intégrationesth = N =N D’autre partI'erreur théoriquesurla
méthodede Simpsonestdonréepar
—(b—a) ,
E(h) = ———Lh*f®
(h) O (6)

-2

2\’
E(h) = 1—80 (W) COSf

ou¢ € [a, b], parcongquent,

or (2m\*
E —. | =
ol < |2 (%)
Ainsi pourque|E(h)| < 0.5 x 107% il suffit que N vérifie | Z 1952 | < 0.5 x 1073,
1 . P
donc,N* > _~ T g4 Ainsi N verifie N > 18.6. On prendraN = 20,

— 0.5 x 107390 o . . .
car pour Simpson,le nombrede subdvisionsde I'intervalle [a, b] doit toujours

étrepair.

exercice 36
Soit o
/ sm(a:)daE
0 T
L'erreurdela méthodedestrapezesest:
B = =" hp(e)
12

b—a(b—a)? . o :
M, ou M, = "(¢)|. Ainsi, pour avoir
o oz 2 2 tem[i);]|f ) P

|E(h)| < e, oue estlerreur permisejl sufiit deprendreN subdvisionsdel’in-
tenvalle d’intégrationtellesque

donc, |E(h)| <

(b—a)3M2
2 <
12 N2 -=°
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Donc, il suffit queN vérifie,

(b—a)®
12¢

Cherchongif;. Ona f(z) = S2& et

N >

M, (1)

sinx 2coszx n 2sinzx

£y = 20

T 2 3

Pourditerminerles extremasde f”, on cherchealorslesracinesde f® (z) = 0.
Un calculsimpledonne

1
fO(z) = —4(—:1:3 cos T + 6z cos ¥ + 3r°sinz — 6sin ).
Oncherchedonclesracinesdel’ équation,
—2% cosz + 6z cosz + 3z°sinz — 6sinz = 0.

D’ou

(—3z + 62) cosx = (6 — 327) sin z.
En supposantosz # 0 et6 — 3z> # 0, cestadirez # (2k+ 1)3, (k €
{0,1,2...}), etz # ++/2, onobtient

Ain,si les racineschercleessontz = (2k + 1)2 ouz = =£v/2 ou cellesde
I’ équation
6z — a3
t =— 2).
anz =0y (2)

Etudions alors cette équation (2) : Graphiquementen tracant les courbes

repiesentatiesdans|0, 7| detan x etde gm 3% , onvoit rapidemen{afaire)quele

seulpointd’intersectiondetan x etde gw 35”2 estd’abscisser = 0.

Onendéduitque f” atteintsesextremassur [0, 7] enz = 0 ouz = /2 ou

71'

T =

Cherchonshrg f"(z), le developpementimitéenz = 0 de f”(z) donne:
T—

3 2 4 3 .5
f(x) = %(—:f(x—%ﬁ-...)—?x(—%#—%%— >+2< §'+§>+0($5))

= % (—%3 + 0($5)) :
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Donc,lim, o+ f"(z) = —5 Parailleurs,onv’erifiefacilementque,% > | f"(v2))
et1 > (5] OnadoncMz ,etparconéquendel’équatior(l) onobtient,

3 1

N > /=102

12 3

> 10.
Application.

Prenonsalors, N = 10, d’'oli h = ¢ = & etdonnonsuneapproximatiorde

I'int égralel parla méthodedestrapezes

T si I sin (15 sin (2%
I:/O s1nxd$:27r_0<1+0+2( io) 2(7r0)+...+ 9&10)))

X

10 10 10

I ~1,845

exercice 38
Soit

F(x) :/ te 'dt.
0

OnaF(1) = f te~dt,

a) Cherchonde nombrede subdvisionsde [0, 1] pour evaluer F'(1) a 1078
preésenutilisantla méthodedestrapezes.

L'erreurdela méthodedestrapezesest:

BRI

Bh) = -3

b—a(b—a)? . :
5 N? ———M, ou M, = max |f"(t)]. Ainsi, pour avoir

|E(h)| < &, 0ue = 1078, il sufit de prendreN subdiisions de l'intervalle
d’intégrationtellesque

donc, |E(h)| <

(b — 0,)3 MQ
— <
12 N2-=°
Donc, il suffit queNV vérifie,
(b—a)®
N > M. 1
- 12¢ 2 (1)

Cherchonsg\fy. Ona f(t) = te™t, f"(t) = (t — 2)e "t et fO)(t) = (3 — t)e™
Donc M, = |f"(0)| = 2.
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Ainsi, I'in équation(1) devient N > % Soit N > 4083. Avec N = 4083
subdvisions, 'erreur commiselors de I'approximationde cetteintégralepar la
méthodedestrapezesseregplus petiteque108.

b) Cherchonde nombrede subdvisionsde [0, 1] pour evaluer F(1) a10~%
preésenutilisantla méthodede Simpson.
L’erreurthéoriquede cetteméthodeest:

b—a
E(h) = — A
(h) = =29 g)
(b — G,)5 < (4) L .
< = . <
donc,|E(h)| < 1S0N4 M, ou M, trél[% | £ (¢)|. Ainsi, pouravoir |E(h)| <

g, 0l e = 1078, il sufiit de prendreN subdvisionsde I'intervalle d’intégration

tellesque
(b—a)®

My <e.
180N® 4 =°
Donc, il suffit queN veérifie,
h— 5
N4 > ( a’) M4 (2)
180¢e

Cherchong\y. Ona f(t) = tet, fW(t) = (t —4)e "t et fO(t) = (5 —t)e~t.
Donc M, = |f*(0)| = 4.

Ainsi, I'in équation(2) devient N* > W Soit N > 38,6. On prendra
alors N = 40 puisque,dansles casde la méthodede Simpson,le nombrede

subdvisionsdel’intervalle d’integrationdoit toujoursétrepair.
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7.8 Mise enocuvre enJava

Nousprésentonslesmisesen ceuvredesméthodeslesTrapezesde Simpson
etdeRombeg.

7.8.1 Desclassesbstraitesd’int égration numérique

Les deuxpremiresméthodesmplémenées,celle desTrapezeset de Rom-
berg, nécessitentlesinterfacesanaloguestout en mettanten ceuvredescalculs
différents.Nous avons décrit des classesabstraitegpouvant étre dériveesavec
I'une ou I'autre méthode.Ce procace permettrad’utiliser cesclassesabstraites
pour la méthodede Rombeg qui pourraalorsétre utiliseeavecl’'une ou l'autre
méthode.

Deux approchesont misesen ceuvrequi dependente la situationpratique

danslaquellesetrouve l'utilisateur :

— L'utilisateur disposed’une repiesentationanalytiqueou informatiquede
la fonction dont il cherchel'intégralesur un intervalle [a, b]. La classe
abstaritesuivante va permettrede décrire cette situation. Elle utilise la
classeFoncD2D décrite et utilisée de nombreuse$ois dansles chapitres
préccdents
abstract class IntNumFct {

double a,b;

FoncD2D f;

IntNumFct(double bl, double b2, FoncD2D fonc) ({
a=>bl, b=0D>b2, f = fonc;

}

abstract public  double calcul(int nbSub) throws NbSubException

}

— L'utilisateur peutne conndtre unefonction qu’a partir d’'un tableaude va-
leursendespointsrégulierementespaés.Danscecas,s’il ignorela forme
analytiqguedela fonction,il ne pourrautiliser quecetableaude valeursqui
fixe le pash séparantchaquepoint d’évaluationde la fonction. La classe
abstraitesuivanteva permettrede décrire cette situation. Elle utilise une
descriptiondela fonctiondansun tableaude valeurs:
abstract class IntNumTab {

double pas;
double[] valf;

IntNumTab(double longlintervalle , double[] ) {
valf =t
pas = longintervalle/ (t . ength - 1)
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Par ailleurs, il a étt remarq@ dansles paragraphesuivantsque le nombre

abstract

}

public  double calcul()

throws

NbSubException

183

de subdvisionsdevait respectedesproprietes de parite pour pouwoir utiliser la
méthodede Simpson.C’est pour cetteraison,que nousallons utiliser un traite-

mentd’exceptionpour gérerunesituationne vérifiantpasla conditionadequate.

Nouscréonsdoncla classed’exceptionqui sulit:

class

7.8.2 Desclassegl'impl émentationde la méthodedestrap ezes

Nousprésentongi-apresdeuxclassesmplémentantle manereélementaire
la formuledestrapezedelle quedécritedandesparagraphepréc@dentsChacune

NbSubException
toString() {

public

return

}

String

extends

("Nombre de subdivisions

Exception  {

impropre");

desclasseglérive d'unedesdeuxclassesbstraiteprécdentes.

class

}

class

ITrapFct

ITrapFct(doubl
super(bl,b2,fo

}
public

double

double

double x
double s

for

}

return

ITrapTab

(int
X +=
S +=

ITrapTab(doubl
super(longinte

}
public
int

double
nbSub

pas

i=1; i<nbSub; i++)

extends

IntNumFct ~ {

e bl, double b2,

calcul(int

nc);

= (b-a)/nbSub;
a,
f.calcul(a)

pas;
2*f.calcul(x);

extends

s*pas/2;

IntNumTab  {

e longintervalle,

calcul()

rval e t);

throws
valf.length-1;

nbSub) throws

FoncD2D fonc)

+ f.calcul(b);

{

double]] t)

NbSubException{

{

{

NbSubException

{
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double s = valf[0] + valf[nbSub];
for (int i=1; i<nbSub; i++)

s += 2*valf[i];
return  s*pas/2;

7.8.3 Desclassed’impl @mentationde la méthodede Simpson

Nousprésentongi-apresdeuxclassesmplémentantie manereélémentaire
la formulede Simpsortelle quedécritedanses paragrapheprécedentsChacune
desclassegsiérive d’'une desdeuxclassesbstraiteprécedentesCesclassesont
succeptibleslelancerdesexceptionssi la paritt du nombrede subdvisionsn’est
passatishite.

class ISimpsonFct extends IntNumFct {

ISimpsonFct(do uble bl, double b2, FoncD2D fonc) ({
super(bl,b2,fo nc);

}

public  double calcul(int nbSub) throws NbSubException {
if ((nbSub % 2) != 0) throw new NbSubException( );
double pas = (b-a)/nbSub;
double x = a;

double s = f.calcul(a) + 4*f.calcul(a+pas ) + f.calcul(b);
for (int i=3; i<nbSub; i++,i++) {

X += 2*pas;

s += 2*.calcul(x) + 4*f.calcul(x+pas );
}

return  s*pas/3;

}

class ISimpsonTab extends IntNumTab {
ISimpsonTab(do uble longintervalle, double]] ) {
super(longinte rval e t);
}
public  double calcul() throws NbSubException {
int nbSub = valflength-1;
if ((nbSub % 2) != 0) throw new NbSubException( );
double s = valf[0] + 4*valf[1] + valf[nbSub];
for (int i=2; i<nbSub; i++,i++)
s += 2*valffi] + 4*valffi+1];
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return  s*pas/3;

7.8.4 Un programme de test desméthodesdestrap ezeset de
Simpson

Nousprésentongnaintenanun programmede testdes4 classepréacdentes
et qui calculel’int égralede la fonctionsin(z) surl'intervalle [0, I1/2]. La valeur
exacteétantégalea 1.

import java.lang.*;
import  java.io.*;

import FoncD2D;
import  TableauFileln;
import NbSubException;
import  ITrapFct;

import  ISimpsonFct;
import ITrapTab;

import  I1SimpsonTab;

class SinF implements FoncD2D {
public  double calcul(double x) { return Math.sin(x); }
public ~ String libelle() { return  "f(x)=sin(x)"; }

}

class TestintNum {
public  static void main(String args|]) {
SinF f = new SinF();
double a=0, b=Math.PIl/2;
double longueur=b-a;
int  nbSub=4;

/I lecture du fichier de donneéees

TableauFileln fic = new TableauFileln( "do nnees. dat") ;
double[] flu = fic.lectureTabl eau();

fic.fermer();

ITrapFct itf = new ITrapFct(a, b, f);
ISimpsonFct  isf = new ISimpsonFct(a, b, f);
ITrapTab itt = new ITrapTab(longue ur, flu);

ISimpsonTab ist = new ISimpsonTab(lo ngueur, flu);
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try {
System.out.prin tt n("l ntegration numeriqgue de sin(x)"+
"entre 0 et Pi/2, avec "+
nbSub+"subdivis  ion s");
System.out.prin tl n("Met . Trapezes version fct : "+
itf.calcul(nbSu b)) ;
System.out.prin tl n("Met . Trapezes version tab : "+
itt.calcul());
System.out.prin tl n( "Met. Simpson version fct : "+
isf.calcul(nbSu b)) ;
System.out.prin tl n( "Met. Simpson version tab : "+
ist.calcul());
}
catch(NbSubExc eptio n e) { System.out.prin tt n(e); }

Nousdonnonsci-apesle fichier d’entrée utilisé par les méthodegravaillant
sur des tableaux.Les valeurs suvantescorrespondeng une takulation de la

fonctionsin(z) sur|0,I1/2], avecun pasdeIl/8.

5
0 0.382683 0.707107 0.923880 1

Lesrésultatsobtenussontles suiavnts. lIs respectenparfaitementlies calculs

d’erreursenon@sdansles paragrapheprécdents.

java TestintNum

Integration numerique de sin(X)entre 0 et
Met. Trapezes version fct 0.987115800972
Met. Trapezes version tab 0.987115900693
Met. Simpson version fct 1.0001345849741
Met. Simpson version tab 1.0001346606501

Pi/2, avec 4subdivisions
7754
632
938

08

7.8.5 Mise enceuvre de la méthodede Romberg

Nous présentongnaintenantune classeimplémentantde manire récursve
la formule de calcul de la méthodede Rombeg, telle qu’elle estdécritedansles

paragraphepréecdents
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class Romberg {
IntNumFct  methint;

Romberg(IntNum Fct mi) {methint = mi;}
public  double calcul(int ordre, int nbSub) throws NbSubException
int k=ordre-1;
if (ordre==1) return  methint.calcul( nbSub);
else {
double ddk = Math.pow(2,2*Kk) ;
return  (ddk*calcul(k, 2*nbSub)-calcul (k , nbSub))/(ddk-1)
}
}

Le programmeyui suit testela méthodede Rombeg en donnantiesrésultats
de cette formulation pour differentesvaleursde 'ordre et du nombrede sub-
divisions. Par ligne d’affichage,l’ordre estconstant: il commencea 1, puis a
2 et enfin a 3. Sue chaqueligne, on calcule la formule pour des nombresde
subdvisionsrespectrementegauxa 2, puis4 etenfin 8.

import  java.io.*;

import FoncD2D;
import NbSubException;
import  ITrapFct;

import  Romberg;

class SinF implements FoncD2D {
public  double calcul(double x) { return  Math.sin(x); }
public  String libelle() { return "f(X)=sin(x)"; }

}

class TestRomberg {
public  static void main(String args|]) {
SinF f = new SinF();
double a=0, b=Math.PIl/2;

ITrapFct itf = new ITrapFct(a, b, f);
Romberg rmb = new Romberg(itf);

System.out.pri nt In( "t able au des valeurs approchees"+
"de [lintegrale de sin(x) entre 0 et pi/2");
System.out.pri ntin( "sur la ligne Kk : Tk2 Tk4 Tk,8";

try {
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for (int k=1; k<4; k++) {

int n=1;
for (int =1, j<4; j++) |

n *= 2;

System.out.prin tr mbc al cul(k ,n)+" ");
}

System.out.prin tl n();
}

}
catch (NbSubException e) {System.out.prin tt n(e); }

Nousprésentongi-apesla tracedel’exécutiondu programmeprécedent.

java TestRomberg

tableau des valeurs approcheesde [lintegrale de sin(x) entre 0 et pi/l2
sur la ligne k : Tk2 Tk4 Tk,8

0.94805944896851 99  0.987115800972 7754  0.9967851718861 696
1.00013458497419 38  1.000008295523 9675  1.0000005166847 064
0.99999987622728 57  0.999999998095 4223  0.9999999999703 542



Chapitre 8

RéesolutionNumerique desequations
diff erentielles

8.1 Intr oduction, le problememathéeématique

SoitI = [a, b] unintervalle fermé deIR et f uneapplicationdonrée
f: IxIR— IR, (t,y) — f(t,y).
Et soity uneapplicationdifférentiablede IR — IR.
On appelle équationdifferentielledu premierordre, la relation
8.1) W _ ey,
Ondit quey estla solutionde cetteéquationdifférentiellesur[a, b] si y vérifiela
relation(1) pourtoutt € [a, b].
On appelle problemede Caudy ou problemede condition initiale I’ équation
différentiellea laquelleon adjoint la conditioninitiale y(a) = y, oU y, estun
nombredonree:

V)= Fty(t))
(8.2) { y(@) = v

Remarque 10 1. Siy estunefonctiondu temps,il estd’usage de noterla
derivee 2 par y et de I'appeler vitesse De mémela dérivée secondelt
sela noteej etappekeacceleration.

2. Sionconsicere uneéquationdifferentielled’ordre sugérieure

y(p) = .f(ta Y, yl, e ’y(p—l))
onpeutramenete problemea celuid’'un sysemed’ équationgifféerentielles
du premierordre, enposantz = (2,22, ,%,) €ty = z; on obtientle

189
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syseme:
(2 =2
zh = 23
(8-3) . :
Zé—l = Zp
\ Zp :f(tazlaz27"'azp)

Exemple6 Soitl’ équationdifferentielledu secondordre :

y"(t) =3y (t) — ty(?)

posongy = z; etz] = z alorscetteéquationseraméneau syséme:

Revenonsau problemede Cauchy(2), un résultatfondamentakstdonre parle
théo®meci-dessousinaisrappelongout d’abordla définition d’une application
lipschitzienne.

Définition 4 Soitf uneapplicationdéfiniesur [a, ] X IR; s'il existeuneconstante
L > 0 indépendantelet, u etv telle que|f(t,u) — f(t,v)| < Lu — v| Vu,v €

IR, etVt € [a,b], alors f estdite Lipschitziennede rapportL sur [a, b X IR (ou

simplement-lipschitzienne).

Théoreme9 Si f est une application définie sur [a,b] x IR continue et L-
lipschitziennepar rapporta y, alorsle problemede caudy (2) admetunesolution
uniquesur [a,b] etcecipourtouteconditioninitiale yq, (Vyo € IR).

Proposition4 Une condition sufisante pour que les hypothtesesdu théoreme
soientvérifieesestque f soit derivable par rapporta y et que sa dérivée soit
bornée ( demenexercice...)

(Le theoemeestengéreralfauxsanda conditionde Lipschitz.)

8.2 La Meéethoded’Euler

Soit aintégrernumériquemente problemede Cauchy(2), et soity(¢;) la va-
leur exactede la solutionde ce problemea I'abscisset;. Une méthoded’analyse
numeriquepour intégrercetteéquationdifférentielleconsisteraa fournir desap-
proximationsy; dey(t;) pouri =1,--- , N, N entierdonrg.
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Les differentesméthodesd’intégrationse distinguentpar la maniere d’obtenir
cesy;. La méthoded’Euler, estla plus simple et consistea substituerda déerivée
y'(t) = % parlexpression

y(t+h) —y(t)
h

(8.4)

ouh = ”‘T“ estle pasd’intégrationnumérique.
Consiceronsalorsunesubdvision de [a, b] enN sousintenalles|t;, ¢;.1] delon-
gueurh,:=0,---, N ett; = a + ih, avecty = a ett,, = b.

L'expression4) entrainey(t+ h) = y(t) +hy'(t) douy(t+h) = y(t)+hf(t,y).
Par congquentpartantde la conditionintiale (¢, yo), €t prenantun pasrégulier
h = t;+1 — t;, onobtient,enposanty; approximatiordey(;) :

(8.5) Vi1 = Yi + hf(ti, vi)

L'algorithmed’Euler s’écritalors:

{ vo = y(a) donre

Inter prétation géometrique y;.; approximatiordey(t;. 1) estcalcukea partir
de (t;,y;) calcuks precedemmengracea la formule de réccurencg5) et a la
conditioninitiale y(¢,) = yo . On calculeuneapproximationde la solutiony en
toutpointt, + ih enremplacantlanst;, t;,1] la courbeintégraley(t) passanpar
y; parsatangenteent;.

Solution Euler ,-" - Solution exacte
R . g inconnue
h ¢ ty t, ts
Figure 11

Remarque 11 Ondit quela méthoded’Euler estuneméthodea passépasou
aun pas,parcequele calculdey;; nefait intervenirquey;.
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8.2.1 Etudedel’err eur d'Euler

Définition 5 Une méthodenuneriqueapprochanty(t;) par y; telle quel’erreur
€; = y(tj) — Y vérifie
lej| < kh?

estdited’ordrep, (k € IR}).
Théoréemel0 Supposonguel’application f(¢,y) soitcontinuepar rapportaux

deuxvariables,etlipschitziennepar rapporta y uniformementpar rapporta ¢, et
quey € C?[a,b]. OnposeM, = mazic(ay|y” (t)|, alorsonala majoration

M.
| < (ellb-a) _ )22y,
e < (eHo-0 - 1) 2

oue; = y; — y(t;) estl'erreur commiseau point (¢;, y;) -

Remarquel12 1. Cerésultats’exprimesousla forme|e;| < kh, c’esta dire
quela méthoded’Euler estd’ordre 1.

2. Pour quey € C?[a,b] il sufitquef € C([a, b XIR) .

On donnedansla suitedesméthodesd’ordre plus élevé quecelui de la méthode
d’Euler, doncplusrapideset plusprécises.

8.3 Meéthodesde Taylor d’ordr e deux

L'id éeconsistea remplacersur [¢;, ¢;..1] la courbey(t) solutionde I équation
différentiellenon plus parunedroite maisparuneparaboleEn effet

i) = gft y) , of g; Y ¢t

etennégligeantestermesd’ordre sugerieut on obtientalorsl’algorithmede Tay-
lor d’ordre deux:

N

{ h = u, To=a, Yo donl’é, ti—|—1 =1; + h
2 .
Yir1 =y + hf(ti, ) + 5 (5 + %f)(tiayi)’ (@=0,---,N—1).

Cependantetteméthodeprésentainincorvenientcertainqui résidedande calcul
de% + %f qui peutétredifficile ; pouréviter ce problemeon utilise souventla
méthodede Runge-Kutta-2 donréeplusbas.
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Théoremell Supposongjue f(t,y) € C?([a,b]XIR), fLy-lipschitzienneet
% + g—gf L+-lipschitziennepar rapporta y uniformémentpar rapporta ¢. Po-
soNsM; = mazejq |y (t)], alors onala majoration

il < (ebor 5 E00) ) 20

6Lo
oue; = y; — y(t;) estl’erreur commiseau point (¢;, y;)

h2

8.4 Meéthodesde Runge-Kutta
8.4.1 Runge-Kutta d’'ordre2: RK2

On reprendl’algorithme de Taylor d’ordre 2 enremarquantju’a destermes
enh presonagraceaundeveloppemente Taylor:

0 0
(7 + W + D3 Dy = 16+ i+ b 2 0)

d’ou

h
Yir1 = Yi + §(f(ti, yi) + f(ti + h,yi + hf(ti, vi)
ainsion obtientl’algorithmede RK2 :

{ Yig1 = Yi + %(K1 + K),

i=0,---,N—1 ol
Kl :f(tz;yz), et

Ky = f(ti + h,y; + hK;)
8.4.2 Runge-Kutta d’ordr e4 : RK4

Dans la pratique on utilise la méthodeplus performantede Runge-Kitta
d’ordre 4 (RK4), pour desfonctionssufisammentréguliéreson a alors |e;| =
o(h?):

Yisr = Yi + 2(K1 + 2K, + 2K3 + K;),  i=0,---,N—1, ol
Kl:f(tiayi)’ KQZf(tz+%,yz+%K1),

Ky=f(t; + %,y + 2K,), et Ki= f(ti+h,y + hK>)

8.5 Generalitessur lesméthodesa un pas
Lesméthodesa un pas,aussiappeéesméthodesa passepaés,sonttoutesde
la forme:

Yir1 = Yi + h®(ti, yi, h)
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ou ¢ estuneapplicationcontinuede [a, b| X IRX [0, hy| dansIR; (k, estle rayon
de stabilitt dela méthode souventon prendraci hy = b — a).

Les notionsthéoriquesque doit vérifier la fonction ® afin quey; soit effective-
mentune approximationde y(¢;) sontla consistancela stabilite théoriqueet la
corvergence.

Définition 6 Une méthodea un pasestconsistantavecl’ équationdifferentielle
si pour toutesolutioncontinuey

lim mazx

o s %(y(tm) —y(t:) — (ti, y(t:), )| = 0

Théoremel1l2 Une conditionnéassaie et sufisantepour qu’une méthodea un
passoit consistanteestquepourtoutt € [a, b] ettoutv € IR®(¢,v,0) = f(t,v) .

Définition 7 Stabilite théorique:
Soienty; etz; (i =0, --- , N) lessolutionsréspectivesle

Vi1 = ¥i + h®(t;, yi, h)
Yo € IR donré

etde

Zit1 = %4 -+ h((I)(tz, Zi, h) —+ Ei)
2 € IR donré

Ondit quela méthodea passepateseststables’il existedeuxconstantedy; et
K, independantedeh tellesque:

max lyi — zi| < Kilyo — 20| + Komax;|€;|

Théoremel13 Si ® vérifie une condition de Lipshitz par rapport a la seconde
variable pour h sufisammenpetit, alors la méthodea un paseststable

Définition 8 Ondit gu’'uneméthodea un pasestcorvergentesi:
Vyo € R lim max [y; — y(t;)| = 0
h—0 ¢

Théoremel14 Si une méthodea un pas est stable et consistantealors elle est
corvergente
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8.6 Reésolutionde sysemesdiff érentielsdansIR?

DansIR? soitle syseémedifférentiel:

{ y'(t) = f(t,y,2)
Z'(t) = g(t,y, 2)

L'applicationdel’algorithmed’Euler acesysemesefait composant@arcompo-

santed’ou :
{ Yirr = Yi + hf (i, vi, 2i)
Zit1 = z + hg(ts, vi, 2i)
Cet algorithmes’appliqueaux équationdifferentiellesd’ordre 2 (ou plus ...) a
conditiondelesréduireaupréalablea dessysemedifferentielsdu premierordre,
commevu préecédemment.
L'applicationd’autresalgorithmegarexempleRK2 sefait moinssimplement,
VOIr exercicescorriges.
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8.7 Enoncesdesexercicescorriges

Exercice70 :

Soit I' équationdifférentiellea conditioninitiale ¢'(t) = y(t) + t ety(0) = 1.
Approcherla solutionde cetteéquationent = 1 al'aide dela méthoded’Euler
ensubdvisantlintervalle detravail en 10 partieségalesComparer la solution
exacte.

Exercice71 :

1. Soitunesuite(u, ),y denombregéelspositifstelle queu,, 1 < au,+b, a
etb sontdesconstantepositives; montrerqueu,, < a"ug +b%, n € IN.

2. MontrerqueVn € IN etVz € IRT, (1 + )" < e™?.

3. Utiliser les deuxquestiongrécedentegpour demontrere théoreme10 du
cours.

4. Demémepourle theoremell.

Exercice72 :
Approcherla solutionde I’ équationdifférentielleci-dessougnt; = 0.2 enutili-
santRK2, avecunpash = 0.2

y(t) =yt) - 5 y(0) =1
Comparerala solutionexacte.

Exercice73 :
En donnantles solutionsde I’ équationdifférentielleci-dessousvecla condition
initiale y(0) = 1 puisy(0) = 1 + ¢, e réelnonnul, vérifier qu’elle conduita des
sckemasnstables.

y'(t) = 36y(t) — 37e "

Exercice74 :
Soitle problemede Cauchysuiant

{ y(®) =t+y(),telo,1]
y(0) =1
1. Trouverla solutionexactedece probleme.

2. Appliquerla méthoded’Euler a ce probleme,avech = 0.1, puisevaluerla
solutionent = 0.3. Compare® la solutionexacte.



Méthodeswumériquesavec Java 197

Exercice75 :
Soitle problemede Cauchysuiant

{ y'(t) =2t-y(t),te[0,1]
y©0) =1

1. Trouverla solutionexactedece probleme.

2. Appliquerla méthoded’Euler a ce probleme,avech = 0.1, puisevaluerla
solutionent = 0.3. Compareiala solutionexacte.

Exercice76 :
Ecrirel'equationdifférentiellemocelisantle mouvementdu pendulesimple.Ap-
pliquerla méthoded’Euler puiscellede Taylor d’ordre 2.

Exercice77 :
Soitl' équationdifférentielledu secondrdrea conditionsinitiales:

_ "(t) 4+ 2y'(t) = 2y(t), tE€ [a,b]
“”{5@=5¥ty%=2

1. Ecrire cetteéquationdifféerentiellesousla forme d’'un sysemedifférentiel
dedeuxéquationgifférentiellesd’ordreun.

2. Appliquerla méthodede RK2 a cesyseme.

Exercice78 :
Onconsicerele problemedifféerentiel

(1) = [y, 1), te o
(”{ym = o et yb) =4

Ondivise [a, b] enm intervallesde longueurh, dans(1) on remplacey’(z,) par
Yn+1 — Yn—1 Yn+1 — 2yn + Yn—-1

"
o ety (t) par 12

1. Montrerquele probleme(1) setransformeen

o { o 2 B 1
Yo 6 et Ym = ﬂ

avecn =1---m—1etfy, = f(tn, yn, "H522=") . Donnerd .
2. Ecrire(2) sousformematricielle.

3. On supposemaintenantque f(t,y,y") = —Ay; quel syseme linéaire
obtient-onpouryg, - - - , Y-



Méthodeswumériquesavec Java 198

Exercice79 :
Pour résoudrel’ équationdifférentielle: y' = f(¢,y), ou f estcontinuede
[a, )] X IR dansIR, on proposda méthodea un passuivante:

{ Yn+1 = Yn + h(I)(tn, Yn, h)
®(t,y,h) =aft,y) +BfE+2,y+2ft,y) +7fE+hy+hf(ty))
(«, 5, ety sontdesréelsde|[0, 1] ).

1. Pourquellesvaleursdu triplet («, 5, ) retrouve t-on la méthoded’Euler?.
Mémequestionpourla méthodeRK2 ?.

2. On supposeadansla suite de I'exerciceque f(t,y) € C*([a,bXIR) et L-
lipschitzienneeny :

(a) Pourquellesvaleursa, 3, v la méthodepropofeeststable?

(b) Quellerelationdoit satishire(c, 5, ) pourquela méthodesoitconsis-
tante?

(c) Qu’onconclurepourla corvergence?

Exercice80 :
Onconsicerel’ equationdifférentielle

)+ ) dlopt) Jlo). € o
y@=a et yb)=p5
ol g et f sontcontinuessur|a, b] etg(z) > 0 pourtoutz € [a, b]. (Ceshypotheses
assurentexistenceetl'unicité dela solution.)

1. Montrerquesi y estquatrefois continumentérivabledans]a, b] alors

1 h2
y" (@) = w5yl + h) = 2y(x) + y(o — W] + 50 ()
avecé €lz — h,z + hl.
2. On subdiise [a,b] en N+1 intervalles de longueurh = 2=2 et on pose

x; =a+ih,i=0,---,N + 1, onappelley; uneapproximationde y(x;)
etonremplacey” (z;) par 5 (yi+1 — 2y; + y;—1) dans(1). Ecrirele syséme
d’équationdinéairesainsiobtenu.On appelleA la matricede ce syseme.

3. Montrerque A = L + h?@ ou L estune matricetridiagonaleet Q une
matricediagonaledonnerL et ().

Exercice81 :
SoitI' équationdifférentielledu secondbrdrea conditionsinitiales:

. "(x) + 3sin(y'(x)) = 2y(x), = € [a,b]
m'{§@=1efy@=5
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1. Ecrire cetteéquationdifféerentiellesousla forme d’'un sysemedifférentiel
dedeuxéquationgifférentiellesd’ordreun.

2. Appliquerla méthodeddRK2 acesyseme.
3. Appliquerla méthodedeale Taylor d’ordre 2 ace syseme.
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8.8 Enoncesdesexercicesnon corrigés

Exercice82 :
Soit f uneapplicationde x IRdanslRou I C IR, I = [a, b], etsoitn € IR.

1. Donner le theoeme assurant’existence et 'unicité de la solution du
problemede Cauchy:

{ y'(t) = fltyt), tel
y(a) = n, donredansiR

2. Donnerune condition nécéssaireet suffisantesur f pour qu’elle soit lip-
schitzienneeny uniformémentparrapporta ¢

3. Quelssontparmilesproblemesci dessousgeuxqui admettentinesolution

unique:
' 't) = 7L 4+ 05, Vt€ele, 5] ' "(t) =y, Vte[0,1]
{162 @:{ 163"
Exercice83 :

Soitle problemede Cauchysuiant
{ y'(t) =t*+y, t€[o,1]
y(0) =1
1. Trouverla solutionexactedece probleme.

2. Appliquerla méthoded’Euler a ce probleme,avech = 0.1, puisevaluerla
solutionent = 0, 3. Compareiala solutionexacte.

Exercice84 :
Soitle problelmede Cauchysuivant:

y'(t) = —y +2t, Vt€]0,1]
{ y(0) =1
1. Donnerla solutiongéréraledeceprobleme.
2. Appliquerla méthoded’Euler a ce problemeavech = 0.2, puisdonnerla
solutionnumériqueent = 0.4, 21073 pres.
3. Donnerl’erreur théoriqguede la méhoded’Euler dansce casetla comparer
al’erreur effectivementcommise Commentaire8

Exercice85 :
Soitle problemede Cauchysuivant:
{ y(t)=—-y+et+e, Vte€o,1]
y(0) =3
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1. Montrerquela solutiongéréralede ce problemeesty(t) = %et +te L.
2. Appliquerla méthoded’Euler a ce problemeavec
(@) h = 0.2, puisdonnera solutionnumériqueent = 0.4, a10~2 pres.
(b) h = 0.1, puisdonnena solutionnumériqueent = 0.4, a10 3 pres.

3. Donnerl’erreurthéoriquedela méhoded’eulerdanschacundecescasetla
compareial’erreur effectivementcommise Commentaires.

Exercice86 :
Soitle problemede Cauchysuivant:

(1): { V(O = =20 = fy). L0

1. Montrerquef (¢, y) estlipshitzienneparrapportay uniformémentparrap-
portat, etdonneruneconstantale Lipshitz.

2. Montrerquece problemeadmetunesolutionunique.

3. Donnerla solutionexactede (1), ainsiquey(0.2).

4. Appliquer la méthoded’Euler a ce probleme,écrire I'algorithme corres-
pondanetdonnend’approximationy, dey(0.2)obtenueal'aide d’'un pasde
disciétisationnumériqueh = 0.1.

5. Rappelet’erreur théoriquedela méthoded’Euler etla comparem 'erreur
commisesurle calculdey(0.2) ; commentaire8.

Exercice87 :
Pourrésoudrd’ équatiordifférentielle y' = f(¢, y), ou f estcontinuedela, b] X IR
dansIR, on proposda méthodea un passuivante:

{ Ynt1 = Yn + h‘b(tn, Yn, h)
(t,y,h) = af(t,y) +BfE+ L y+2fty)+vf(E+hy+hf(ty))

(«, B, ety sontdesréelsde|0, 1] ).

1. Pourquellesvaleursdutriplet ( «, 3, y) retrouve t-on la méthoded’Euler?.
Mémequestionpourla méthodeRK2 ?.

2. On supposealansla suitede I'exerciceque f(t,y) € C?*([a, b XIR) et L-
lipschitzienneeny :

(a) Pourquellesvaleursa, 3, v la méthodepropofeeststable?

(b) Quellerelationdoit satishire(c, 5, ) pourquela méthodesoitconsis-
tante?
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(c) etpourla corvergence?

Exercice88 :
Soitle problemede Cauchysuivant

(1) y'(t) =f(ty()),t € [0,a], aréelstrictemenpositif,
y(0) =7 donrédansiR,

ou f estdeuxfois continomentdérivabledans|0, ] X IR, on supposequeg—i est
borrée.On approchenumériquementa solutionde (1) parle scremaaun pas:

() Ynt1 =Yn+ h®(tn,yn,h), n=0,1,...N.
Yo =p donredansiR

ou ¢ estuneapplicationde |0, a] x IR x [0, ko] dansIR (ko estunréelpositif < a),
to =01, =ty +nheth= %.
Ondonnele theoemesuivantqui pourraétreutilisé sansdémonstration

Théorme : si f estdeuxfois continumenteérivabledans0, a] x IR etsi ®, 22

existentet sontcontinuesdans|0, a] x IR x [0, ho] alorsle screma(2) estd’ordre
2 si etseulemensi

o(t,y,0) = f(t,y) et 22O = LB L o ), V(t,y) €[0,a] x R

Soitdoncaapprochetessolutionsde (1) parla méhodeg(2), avec®(t, y, h) =
aKi + BK;3 ou

h h h h
K= f(ty), K> :f(t+§ay+§K1)a K3 :f(t+2§,y+2§K2)

1. Quellerelationdoit lier « et 8 pourquele sckema(2) soit consistant?
2. Est- il stablepourquelsaets.?

3. Déterminera et 8 pourqueceschemasoitd’ordre 2.

4. Enconcluresurla corvergencede (2).

Exercice89 :
SoitI’ équationdifférentielledu secondordrea conditionsinitiales:

) -2 = —y(t), te (o]
() { JO)=1 e y(0) =1

1. Ecrire cetteéquationdifféerentiellesousla forme d’'un sysemedifférentiel
dedeuxéquationsd’ordreun.
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2. On appliquela méthoded’Euler a ce syseme,écrire'algorithme corres-
pondant.M&me questionpour la méthodede RK2. ( on noterah le pas
numerique).

3. Donnerla solutionexactede (1), ainsiquey(t) ety'(t) pourt = 0.2 . Com-
parercesdeux résultatsa ceux numériguementbtenusgraceau sclema
d’Euler dela questionprécdenteenprenanth = 0.1

Exercice90 :
Soitl’ équationdifférentielledu secondbrdrea conditionsinitiales:

[ )+ 3y = —2(8), te[0,1]
(1) { O =1 et y(0) =2

1. Ecrire cetteéquationdifférentiellesousla forme d’'un sysemedifférentiel
dedeuxéquationgifférentiellesd’ordreun.

2. On appliguela méthodeded’Euler a ce sysemeédrire I'algorithme cor-
respondantMémequestionpour la méthodede RK2. (on noterah le pas
numeique).

3. Donnerla solutionexactede (1), ainsiquey(t) ety'(t) pourt = 0.2. Com-
parercesdeux résultatsa ceux numériquementbtenusgraceau schema
d’Eulerdela questionprécédenteenprenanth = 0.1

Exercice9l :
SoitI' équationdifférentielledu secondbrdrea conditionsinitiales:

oY) =2y(0) = —y(t), tel0,1]
(1) { b0 = 1 et y(0)=13

1. Ecrire cetteéquationdifféerentiellesousla forme d’'un sysemedifférentiel
dedeuxéquationsd’ordreun.

2. On appliquela méthoded’Euler a ce syseme,écrire'algorithme corres-
pondant.M&me questionpour la méthodede RK2, ( on noterah le pas
numerique).

3. Donnerla solutionexactede (1), ainsiquey(t) ety'(t) pourt = 0.2. Com-
parercesdeux résultatsa ceux numériguementbtenusgraceau sckema
d’Euler dela questionprécedenteenprenanth = 0.1 .

Exercice92 :
SoitI’ équationdifférentielledu secondordrea conditionsinitiales:

_ "(t) + 4y’ (t) = 2y(t), te€]0,1]
W) { JO)=1 et y(0)= -
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1. Ecrire cetteéquationdifféerentiellesousla forme d’'un sysemedifférentiel
dedeuxéquationgd’ordreun.

2. On appliquela méthoded’Euler a ce syseme,écrire'algorithme corres-
pondant.M&me questionpour la méthodede RK2, ( on noterah le pas
numerique).

3. QuestionFacultative: Donnerla solutionexactede (1), ainsiquey(t) et
y'(t) pourt = 0.2. Comparercesdeux résultatsa ceux numériquement
obtenuggraceauscremad’Euler dela questionpréédenteen prenanth =
0.1.

Exercice93 :
Soit f uneapplicationde x IRdanslRou I C IR, I = [a, b], etsoitn € IR.

1. Donner le theoeme assurant’existence et I'unicité de la solution du
problemede Cauchy:

{ y'(t)=fty(), tel
y(a) = n, donredansiR

2. Donnerune condition nécéssaireet suffisantesur f pour qu’elle soit lip-
schitzienneeny uniformémentparrapporta ¢

3. Quelssontparmilesproblemesci dessousgeuxqui admettentinesolution

unique:
vt =L+ Vie e D] @) =y VEel0,1]
w:{ 3o 2 @:{ 3023
Exercice94 :

SoitI’ équationdifférentielledu secondordrea conditionsinitiales:
(1): § Y 270 =2y(q), = € [0,1]
L y0)=1 ety (0)=1

1. Ecrire cetteéquationdifférentiellesousla forme d’'un sysemedifférentiel
dedeuxéquationgifférentiellesd’ordreun.

2. Appliquerla méthodeddrK2 a cesyseme.

Exercice95 :
Soit!' équationdifférentielledu troisiemeordreet a conditionsinitiales:

_ "(t) =3y(t), t €[0,1]
(1) { z(o) =0 yy'(o) =-2 ety"(0) =-1.
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1. Ecrire cetteéquationdifféerentiellesousla forme d’'un sysemedifférentiel
detrois équationgifférentielleschacuned’ordre un.

2. On appliquela méthoded’Euler a ce syseme,écrire'algorithme corres-
pondant(On noterah le pasd’intégration.)

Exercice96 :
Soitle problemede Cauchysuivant:

(1) : { y(t) = iin(t) —y(t) = f(ty), t€0,1]

1. Montrerquef (¢, y) estlipshitzienneparrapporta y uniformémentparrap-
portat, etdonneruneconstantale Lipshitz.

2. Montrerquece problemeadmetunesolutionunique.
3. Donnerla solutionexactede (1), ainsiquey(0.2).

4. Appliquer la méthoded’Euler a ce probleme, écrire I'algorithme corres-
pondanetdonnend’approximationy, dey(0.2)obtenueal'aide d’'un pasde
disciétisationnumériqueh = 0.1.

5. Rappelet’erreur théoriquedela méthoded’'Euler etla comparem 'erreur
commisesurle calculdey(0.2). Commentaire8

Exercice97 :
Onconsicrela méthodea passepaéssuivante(*) :

ﬁ[f(tna yn) + f(tn-f—l? Yn t+ hf(t”’ yn))]

Ynt1 = Yn + 9

1. Etudierla consistancda stabilite theorique Ja corvergence.

2. Onveutcalculerunevaleurapprocieéede I = fabf(t)dt.
Montrerqueceproblemepeutétrerempla@ parlarésolutiond’'un probleme
de Cauchydont on préciserala condition initiale, on poseray(z) =
[ F(t)di
Commentpeut-onobtenirunevaleurapprocteerl del.?

Si on utilise la méthode(*) pourcalculer] , donnerl’expressionde, ex-
primerl'erreur? — I enfonctiondeh.
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8.9 Corrig ésdesexercices

exercice39

y(0) =1
L'intervalle d’'intégrationest[0, 1].
Remarquonsout d’abordque f étantcontinueet lipshitziennepar rapporta
y le problemede Cauchy(1) admetunesolutionunique(théo®me9 de Cauchy-
Lipshitz).
Méthoded’Euler Elle s’écrit:
Yn+l = Yn T+ hf(tm yn)
= yn(1+h)+ ht,

{ y(t) = yt)+t=f(ty) (1)

Onaaussiy(0) =yo=1,h =152 =014 =0ett, =ty +nh= 2.
D’ou le tableau,

n|0| 1 2 3 4 5 6 71 8 9 10

t, 1010.110.2 | 03 [04]05]06(0.7[0.8(0.9 1

Yo | 1]1.1]1.22]1.362 3.1874

C’estadire quel’approximationent = 1 dey(t), esty;o = 3.1874.
Solution exactede cetteéquation Appliqguonsla méthodede la variationde
la constante.

1% gtape: équation sanssecondmembre.

dz_gt) =y(t)=y
y = 0 estunesolutionevidente.Les autressolutionssontdonréespar
% = dt.D'olly = ke' aveck € R (2).

2"% gtape: une solution particuli @re On appliquela méthodedela varia-
tion dela constantey = ke! d'oly’ = k'e! + ke quel’'on reportedans
(1) : k'e’ + ke = ke' + t ainsi, k' = te™.

k = [ te*dt enintégrantparpartieson trouve

k = —tet—l-/etdt

—t

= —tet—et4e
= el(-1-t)+c (3)
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avecc € R.
3°megtape: solution générale. Onremplacek donré par(3) dans(2) :

y=(e(-1—t)+c)e
donc,
y=—1—1t+ce

Finalementgraceala conditioninitiale y(0) = 1, on déterminec, d’ou
y(0)=1=—-1-0+ce" =c=2

Ainsi, la solutionexactede (1) esty = —1 — ¢ + 2¢.

Estimation del'err eur. La solutionexacteci-dessuslonney(1) = —1—-1+
2e = 3.4366. Ainsi, I'erreur effectivementcommiselors de I'application
dela méthoded’Euler est|E,.| = [3.4366 — 3.1874| = 0.25 . Cherchons
I'erreur théoriquequi estdonreepar:

M2Xh
2L

Et S (eL(b—a) o 1)

Ou M, = max,y|y" ()| et L estla constantele Lipschitzde f parrapport
ay, qui secalculeaisgment

ft,y) — f(t,2) =ly—2z|=L=1.

Deméme,ona

y'(t) = 1+t+y
= 1+t+(-1—t+2€)
= 2¢

Ainsi M, = 2e. Donc,

2e107!
2x1

< (e-—-l)f% = 0.4673

| Ey|

IN

(61(1—0) _ 1)

Clairement,|E,| < |E;|, doncla méthoded’Euler donneune bonneap-
proximationdela solutionde ce problemede Cauchyent = 1.
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exercice42

y(t)=y(t) -2 =f(t,y) e y(0)=1

Remarquonsout d’abordque f étantcontinueet lipshitziennepar rapporta
y ce problemede Cauchyadmetune solution unique (théoeme9 de Cauchy-
Lipshitz).

L'intervalle d’'intégrationest|0, 0.2] etle pasd’intégrationesth = 0.2.

Méthodede RK2 Elle s’écrit:

h
Ynt1 = Yn + §(M1 + M2)a

soit L
Y1 =" + §(M1 + M)
,avecM; = f(0.1) = 1etM, = f(0.2,1+0.2-1). Donc f(0.2,1.2) =

0.8666.
Ainsi, 'approximationent = 0.2 dey(t), est

h
yi = 1+ 5(Mi+ My) =1+0.1(1.8666)
y1 = 1.18666

Solution exactede cette équation
1) ¢=y-——  y#0
)
Enmultipliant (1) pary onay'y = y* — 2¢ d’'oti 5(y*) = 3> — 2¢. Onpose
doncu = y? d’'ou :
1
2) —u'=u—2t
(2) g =u

Cequi estuneéquationdifférentiellelinéairedu 1¢" ordre.Onl'int egrepar
la méthodedela variationdela constant&eommea I'exerciceprécedent.

L’ équatiorsanssecondmembreesty’ = 2u desolutionu = 0 ouu = ke?.
Unesolutionparticuliereparla variationdela constanteOn a

(3) u' = Ne* +2xe*

avec) € R. D'ol, dans(2) s \Ne* = —2t cequiimplique X’ = —4te™?.
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Intégrons\ parparties:

1 1
= 4 |== —2t - —2t
A [ 2156 + 5 /e dt}

= e R 4e?4¢
= (2t+1e *+ec

avecc € R. Lasolutiongéréraleestdoncu = 2t+1+ce* commey(0) = 1,
¢ = 0. Finalementy = y? = 2t + 1. Ainsi, y = +/2¢ + 1. Comme
y(0) =1 > 0 alorsy = v/2t + 1.

Estimation del'err eur. La solution exacteest y(0.2) = v2-02+1 =
1.18321. Doncl’erreurcommiseest| F,| = |1.18321 —1.18666| = 0.00345.
Onpeutcomparecetteerreureffectiveal’erreurthéoriquesurRK2, donree
par; ———

(le théoremedu cours)

exercice43

Soitle problemede Cauchysuivant

{ y'(t) = 2t—yt)=f(t,y) (1)
y(0) =1

Remarquonsout d’abordque f étantcontinueet lipshitziennepar rapporta
y le problemede Cauchy(1) admetunesolutionunique(théo®me9 de Cauchy-
Lipshitz).

M éthoded’Euler. Elle s’écrit:

Ynt1 = Yn+ hf(tna yn)
= yu(1—h) + 2ht,

Onaaussiy(0) = yo = 1, h == 0.1 t, = 0 ett, = nh.
Doncy,,1 = 0.9y, + 0.02n, d’'ou le tableau,

n |0 1 2 3
t, 10| 0.1 | 0.2 0.3
Yn | 11]0.92]0.868 | 0.8412

C’estadire quel’approximationent = 0.3 dey(t) avecle pash = 0.1, est
Y10 = 0.8412.
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Solution exactede cetteéquation. En appliquania méthodede la variation
dela constantecommeaupremierexercice,ontrouve la solutiongérérale,
y(t) =2t — 2+ 3e ',

Estimation del'err eur. La solutionexacteci-dessusionney(0.3) = 0.822.
Ainsi, I'erreur effectivementcommiselors de I'application de la méthode
d’Eulerest|E,| = |0.822 — 0.841| = 0.019 . Cherchond’erreur théorique
qui estdonréepar:

MQXh
2L

Ou M, = maxay)|y" (t)| et L estla constantaleLipschitzde f parrapport
ay, qui estici clairementgaleal. Ona

Et < (eL(b—a) _ 1)

y'(t) = 3e .

Ainsi M, = 3. Donc,

3x 107!
2x1
< 0.15(e”?® — 1) & 0.05247.

By

IN

(61(0.3—0) _ 1)

Clairement,|E.| < |E;|, doncla méthoded’Euler donneune bonneap-
proximationdela solutionde ce problemede Cauchyent = 0.3.

exercice44

(1) y'(t) = 36y(t) —37e!
y(0) = 1,puisl +¢
En appliquanta méthodede la variationde la constantecommeau premier
exercice,on trouve la solutiongérérale,y(t) = (e ™37 + ¢)e3%* = e + ce*® ol ¢
estla constantal'intégration.

1. Siy(0) = 1, alorsc = 0, doncla solutiondu probemeesty(t) = e .
2. Siy(0) = 1+ ¢, alorsc = ¢, doncla solutiondu problemeesty.(t) =
et +ee’t.

Conclusion: En comparanty(t) et y.(t), on voit que la difféerencejy(t) —
y.(t)| = €36t Mémesi ¢ esttréspetit, cetécarttendvers+oo, lesdeuxsolutions
divergentl’'une del’'autre. Ce problemeestdonctressensibleaux Conditionsini-
tiales.
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exercice45

ay’(t) + gsiny(t) =0 (1)
Ecrivons (1) sousla forme de deux équationgdifférentiellesd’ordre 1 chacune.

Pourcelaonposey’ = z,d'oly” = 2’ = —Zsin (y). Ainsi, onobtientle syseme:
{ y = z ft,y.2)
7= —gsin(y) 9(t,y,2)

1. AppliquonsEuler:

{ Ynt1 = Yn+ h’f(tna Yn, Zn)
Zntl = Zp T+ hg(tn: Yn, Zn)

Avecf(t,y,z) =y etg(t,y,z) = —Zsin (y(t)), soit

Yn+1 = Yn T+ h/Zn
Zny1 = 2n— hisinyy,,

avecy, etz donres.
2. Méthodede Taylord'ordre 2, elle s’écrit:

h? (OF oF
Upns1 = Uy + hF (t,,Uy,) + ) (W(t”’ U,) + @(tn, Un).f (tn, Un)>

On obtientdonc,

{ Yn+l = Yn T+ h(zn) + %2 (_g sin (yn) + 1zn)

Znil = zZn+h (—% sin (yn)) + %2 (—% cos(Yn) zn + 0)
exercice48
y'(t) +2y'(t) = 2y(t)
(1) q y(a) =1
y'(a) = 2
Avect € [a, b].

1. Onposey’ = zdouy” = 2/ = —2z + 2y. Ontrouve le syseme

of{% Z;

2y — 2z,
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avect € [a,b] ety(a) = 1 etz(a) = 1.
Matriciellementce sysemes’écrit,

(1)-(2)()

oulU’' = F(t,U) avecU = (¥) etF 'endomorphismessock ala matrice

A (01 F: R — R
B 2 -2 ’ (y,Z) = F(t,y,Z)

Cesysemepeutdoncsécrire,
‘ U = AU
Ule) = (%) =0)

2. a) Appliquonsla méthoded’Euler.
Elle s'écritU, .1 = U, + hF (t,,U,). Appliqguéea (2) elle s’écrit:

Upir = U, +hAU,

0 1
= Un+h(2 _2>Un

- ()2 2) ()
- (Z)+h(33—2z)

{ Ynt1 = Yn Tt hzy,
Znt1 = 2Zp+ Qh(yn - Zn)

avecyy, =1 etzy = 2.
b) Appliquonsla méthodede RK2, elle s’écrit:

h
Un_|_1 == Un + §(M1 + Mg)

avec My = F(t,, U,) et My = F(t, + h,U, + hF(t,,U,)). Calculons
M :

0 1 Yn Zn
My=F = AU, = -
1 (tn: Un) Un ( 2 =2 ) (Zn) <2yn - 2Zn)
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Calculonsi, :

.NB - (t +‘h L] +‘hﬁfﬂ
AU, +hM1)

= (2 ) [() 7))
(3 2) (i)

- <2 ynzi J}:zih yn(ts_hzj)z) )
(

2hyn + 2, (1 — 2h
2 — 4h)y, + (6h — 2)z,

Ainsi,
Upsr = (yn—H)
Zn+1

(¥ +ﬁ Zn + 2hyy + 2, (1 — 2h)
— \z/)  2\2y0 — 2z, + 2+ 4R)y, + (6h — 2)z,)

(y”) + g + (M + M)

Zn

Donc
h h
Yo = Yl +h%) + 2a(5 + 5 (1= 20))
Zngt = Un(2424) +2,(1 — h+ (3h — 1)h)
Par congquent

Yni1 = (1+h*)y, +h(1 - h)z,
Zns1 = 2h(1 = h)y, + (3h* —2h + 1)z,
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8.10 Mise enccuvre enJava

On présentedansla suite une mise en ceuvredes méthodesde résolution
numeriquedeséquationdifférentielles puis dessysemesdifférentiels.On uti-
lise danslesdeuxcas,lesméthoded’Euler etde Runge-Kiuttad’ordre 2 et 4.

8.10.1 Reésolutionnumeérique deséquationsdiff érentielles

Nousdécomposonsosprogramme®nplusieursclasses

— uneclasseabstraitede descriptionde I' équationdifférentielle.Elle permet
d’étre utiliseed’'une mankere gérériquedansles méthodeset programmes
detraitement

— une classeabstraitedécrivant un processugd’itération de résolutionqui
pourraétreutiliseedansdesclassegérériquedetraitementElle estdéerivée
entrois classesleprocessuda méthoded’Euler etlesméthodesie Runge-
Kuttad'odre2 et4;

— uneclassaletraitementgérériquequi décritun processugératif de calcul
desolutionet unerepesentatiomraphigueassocke,ceciindependamment
del équationdifférentielleet du processusitilisés;

— et finalement,une classedécrivant une équationdifférentielleparticuliere
et la classecontenanie programmeprincipal qui meten ceuvrele traite-
mentgérériqueprécdentauquelon transmettraune instancede la classe
particuliereconstruiteet le processushoisis.

Une classeabstraite de description de I’ équation

La classeabstraitesuivantefait referencea uneéquatiordifférentiellequi doit
étredécritedansla méthodecalcul

abstract class FoncEDO{
public  double tO;
public  double yO;
public  double pas;
public int nbpas;

FoncEDO(double pt0, double py0O, double ppas, int pnbpas) {
tO=pt0; yO=pyO; pas=ppas; nbpas=pnbpas;
}

abstract public  double calcul (double t, double x);
abstract public  String libelle();
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Desclassegle description desméthodes
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Nous décrivons ici une classeabstraitefaisant réferencea un processus
de résolutionnumérique d’'équationdifférentiellequi doit étre décrite dansla

méthodeiter

abstract class IterEDO {
FoncEDO f;
double h;
double yCourant;
double tCourant;

lterEDO(FoncED O fonc, double pas, double y0, double t0)
f=fonc; h=pas; yCourant=yO0; tCourant=tO;

}

public  void set yCourant (double y0) { yCourant=yO0; }

public void set tCourant (double  t0)

abstract  public  double iter();

public  double iter (double t, double vy) {
return iter();

set_tCourant(t ); set_yCourant(y)
}

{ tCourant=t0; }

La classesuivantedérive de la préc@denteet décritle processusle résolution

ba< surla méthoded’Euler.

class IterEuler extends IterEDO {

IterEuler (FonceDO fonc, double pas,
super(fonc, pas, Y0, t0);

}

public  double iter() {
yCourant = yCourant + h*f.calcul(tCo

tCourant += h;
return  yCourant;

double yO,

ur ant ,

double

yCourant);

t0)
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}
}
La classesuvanteimplémentda méthodede Runge-Kittad'ordre 2.
class IterRK2 extends IterEDO {
lterRK2 (FonceEDO fonc, double pas, double y0, double t0)
super(fonc, pas, Y0, t0);
}
public  double iter() {
double k1 = f.calcul(tCoura nt, yCourant);
tCourant += h;
double k2 = f.calcul(tCoura nt, yCourant + h * ki),
yCourant = yCourant + h * ( k1 + k2 )/2;
return  yCourant;
}
}
La classesuivanteimplémentda méthodede Runge-Kuttad'ordre 4.
class IterRK4 extends IterEDO {
lterRK4  (FonceEDO fonc, double pas, double y0, double t0)
super(fonc, pas, yO0, t0);
}
public  double iter() {
double k1 = f.calcul(tCoura nt, yCourant);
tCourant  += 0.5%h;
double k2 = f.calcul(tCoura nt, yCourant + 0.5*h * Kkl);
double k3 = f.calcul(tCoura nt, yCourant + 0.5*h * k2);
tCourant += 0.5*h;
double k4 = f.calcul(tCoura nt, yCourant + h * k3);
yCourant = yCourant + h * (k1 + 2*k2 + 2*k3 + k4)/6;
return  yCourant;
}

{

{
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Traitement générique

Nous décrivons maintenantun processugérerique qui effectue un certain
nombre d’itérationsa partir d’'un processugde résolutionarbitraire - de type
IterEDO . Une repiésentationgraphiqueest réali€e. Cette dernire utilise la
méthodeCanvasGraphe définiesdansleschapitreprécedents.

import java.lang.*;
import  java.io.*;
import  java.util.*;
import  java.awt.*;

class TraitFEDO {
TraitFEDO(Fonc EDO fedo, IterEDO methode) {
double tO=fedo.tO, y0=fedo.yO, pas=fedo.pas;
int nbpas=fedo.nbpa s;
double[] tc = new double[nbpas];
double(] yc = new double[nbpas];
tc[0]=tO; yc[0]=y0;
for (int i=1; i<nbpas; i++) {
tc[i] = tc[i-1]+pas;
ycli] methode.iter();

}

/[ calcul des extrema du tableau yc
MaxminTabDoubl e myc = new MaxminTabDouble (y c) ;
double maxyc = myc.getmaxi();

double minyc = myc.getmini();

/I representation graphique du calcul

DomaineDouble dr = new DomaineDouble(t c[0 ], minyc, tc[nbpas-1],

Domainelnt de = new Domainelnt(0, 0, 600, 450);
CanvasGraphe c¢g = new CanvasGraphe(d r, de, tc, yc);

FenetreGraphe x = new FenetreGraphe( de, cg, fedo.libelle()

x.show();

Exempled'utilisation

Nous décrivons maintenantune utilisation des classespréc@dentes.Nous
définissond’ équatiordifférentiellearésoudrelanda classe-EDOet nouscreons

);

max
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uneinstancedu traitementgérériquepré@dentauquelnoustransmettonslesins-
tancedela classeFEDOet d’'un processuslerésolution.
L’équationdifféerentiellerésolueici est:

{ Z—Z; = sin(2t — y)
y(0) = 0.5

class FEDOextends FoncEDO ({

FEDO (double ptO, double pyO, double ppas, int pnbpas) {
super(pto, pyO, ppas, pnbpas);
}

public  double calcul(double t, double vy) {
return  Math.sin(2*t-y )i

}
public  String libelle() {return "dy/dt = sin(2t-y)"; }
}

class PrgEdo{

public  static void main(String argsl]) {
double t0=0, y0=0.5, pas=0.1;
int  nbpas=100;
FEDOf = new FEDO(t0, y0, pas, nbpas);
lterEDO methode = new IterRKA4(f, pas, y0, t0);
TraitFEDO work = new TraitFEDO(f, methode);

}

La solutionobtenueesttraccedansla figure 8.1.

8.10.2 Reésolutionnumeérique dessystmesdiff erentiels

Nous suivons la méme constructionpour écrire un ensemblede classesde
résolutionnumériquede sysemeddifférentiels.
Une classeabstraite de description du syseme

La classeabstraitesuivantefait referencea un sysemequi seradécrit dansla
méthodecalcul
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— -ii |graphe d’une fonction - 0O X

4. 086424457539241

0.0 9.8959999¢

0.44775532827642704

dysdt = sint2Zt-u

FIG. 8.1: Résolutionnumériqued’une équationdifférentielle

abstract class SyseEDO {
public int dim;
public  double tO;
public  double]] y0;
public  double pas;
public int nbpas;
public int ixGraph;
public int iyGraph;

SyseDO(int pdim, double pt0, double]] pyO, double ppas,
int  pixGraph, int piyGraph) {
dim=pdim; t0=pt0; yO=py0; pas=ppas; nbpas=pnbpas;
ixGraph=pixGra ph; iyGraph=piyGra ph;
}

abstract public  double[] calcul  (double t, double[] X);
abstract  public  String libelle();

pnbpas,
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Desclassegle description desméthodes

La classesuivante est une constructionabstraitequi fait référencea un
processugératif derésolutionde sysemedeécrit parla méthodeiter

abstract  class IterSyseDO {
SyseDO f;
double h;
public  double]] yCourant;
public  double tCourant;
int  dim;

IterSysEDO(Sys EDO fonc, double pas, double[] y0, double t0) {
f=fonc; h=pas; yCourant=yO0; tCourant=t0; dim=y0.length;
}

public  void set yCourant (double[] y0) { yCourant=y0; }
public void set tCourant (double t0) { tCourant=t0; }

abstract public  double[] iter();

public  double]] iter (double t, double[] y) {
set_tCourant(t ); set_yCourant(y) ; return  iter();
}
}

On construitune classequi en dérive et qui décrit la méthoded’Euler pour un
systme.

class IterSysEuler extends IterSyseDO {

IterSysEuler (SyseDO fonc, double pas, doublel] y0, double t0) {
super(fonc, pas, Y0, t0);
}

public  double]] iter() {
int i;
double[] yNew = new double[dim];
for (i=0; i<dim; i++)
yNew[i] = yCourant]i] + h*(f.calcul(tCo ur ant, yCourant))[i];
for (i=0; i<dim; i++) {
yCourant[i] = yNewl[i];
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/ISystem.out.p rin tt n("y Coura nt [* +i +"] = "+yCourant[i]) ;

}
/lyCourant=yNe w;

tCourant += h;
return yNew;

}

La classesuivanteimplémentela méthodede Runge-Kutta d’ordre 2 pour un
systme.
class IterSysRK2 extends IterSyseEDO {

IterSysRK2  (SysEDO fonc, double pas, doublel] y0, double 1t0) {
super(fonc, pas, yO0, t0);

}

public  double]] iter() {
int i;
double[] k1 = new double[dim];
double[] k2 = new double[dim];

double[] yNew = new double[dim];
for (i=0; i<dim; i++) {
kaJi] = (f.calcul(tCour ant , yCourant))[i];
yNew[i] = yCourant]i] + h*k1]i];
}
for (i=0; i<dim; i++)
k2[i] = (f.calcul(tCour ant +h, yNew))[i];
for (i=0; i<dim; i++)
yNew[i] = yCourant[i]+0.5* h* (k 1[ 1] +k2[i ]) ;
for (i=0; i<dim; i++)
yCourant][i] = yNewl[i];
tCourant += h;
return yNew;

La classesuivanteimplémentda méthodede Runge-Kuttad’ordre 4 pourun
systéme.

class IterSysRK4 extends IterSyseDO {
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lterSysRK4  (SyseDO fonc, double pas, double[] y0, double t0) {
super(fonc, pas, Y0, t0);

}
public  double[] iter() {
int i
double([] k1 = new double[dim];
double[] k2 = new double[dim];
double[] k3 = new double[dim];
double[] k4 = new double[dim];
double[] yNew = new double[dim];
for (i=0; i<dim; i++) {
ki[ii = (f.calcul(tCour ant , yCourant))[i];
yNew[i] = yCourant]i] + 0.5*h*k1]i];
}
for (i=0; i<dim; i++) {
k2[i] = (f.calcul(tCour ant +0.5 *h, yNew))[i];
yNew[i] = yCourant]i] + 0.5*h*k2[i];
}
for (i=0; i<dim; i++) {
k3] = (f.calcul(tCour ant +0.5 *h, yNew))[i];
yNew[i] = yCourant]i] + h*k3[i];
}
for (i=0; i<dim;  i++)
k4[] = (f.calcul(tCour ant +h, yNew))[i];
for (i=0; i<dim;  i++)
yNew[i] = yCourant[i]+h/6* (k 1[i] +2*k2 [i ]+ 2*k3[i] +k4[1] );
for (i=0; i<dim; i++)
yCourant][i] = yNewl[i];
tCourant += h;
return yNew;
}

Traitement générique

Onadaptde traitemenigéreriqueprécedentau casd’un sysemedifférentiel.

import java.lang.*;
import  java.io.*;
import  java.util.*;
import  java.awt.*;
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class TraitSEDO {

TraitSEDO(Syse DO fedo,

int dim=fedo.dim
double
double[]
double
int
int

yO=fed
pas=fedo
nbpas=fedo.n
ixGraph=fedo
int  iyGraph=fedo
int i;
double[]
double[][]
tc[0]=tO;
for (i=0; i<dim
yc[O][i]=yO[i;
(i=1; i<nbp
tc[i] = fcJi
ycli]

tc

yC

for
}

double(]

double[] ygraph

for (i=0; i<nbp
if (ixGraph

xgraph

xgraphli]

else

xgraphli]

ygraphi]
}

/I calcul des
MaxminTabDoubl
MaxminTabDoubl
double maxx
double maxy
double minx

double miny

/I representation
DomaineDouble
Domainelnt de

CanvasGraphe cg
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lterSysEDO methode) {

t0=fedo.tO;

0.y0;
.pas;
bpa
X
iy

S;
Graph;
Graph;

new double[nbpas];
new double[nbpas][

di mj;

i++)

as; i++)
-1]+pas;

{

methode.iter();

new double[nbpas];
new double[nbpas];
i++)

-1)

= ycli][ixGraph]

as;

tefil;
= ycl[i]liyGraph];

extrema des tableaux

e mxg = new MaxminTabDouble (x gr aph) ;
e myg = new MaxminTabDouble (y graph) ;
mxg.getmaxi();

myg.getmaxi();

mxg.getmini();

myg.getmini();

graphique  du calcul

new DomaineDouble(m inx , miny,
new Domainelnt(0, 0, 450, 450);
new CanvasGraphe(d r, de, xgraph,

dr

maxy);

maxx,

ygraph);
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FenetreGraphe x = new FenetreGraphe( de, cg, fedo.libelle() );
x.show();

Exempled’utilisation sur un mouvementcirculaire

Noustestondes classepréccdenteen effectuantune résolutionnumérique
du sysemedifférentiel:
9 — —sin(t)
o = cost
z(0)=1; y(0)=0

Nous tragons un portrait de phase,c’est a dire la trajectoire des points de
coordones(z(t),y(t)) enfaisantvariert. la solutionthéoriquecorrespondau
cercletrigonon®&trique.

class SEDOCIirc extends SyseDO {
SEDOCirc(int pdim, double ptO, double[] pyO, double ppas, int pnbpas,

int  pixGraph, int piyGraph) {
super(pdim, pto, pyO, ppas, pnbpas, pixGraph, piyGraph);

}
public  double[] calcul(double t, double[]] vy) {
double[] result = new double[2];
result[0] = -Math.sin(t);
result[1] = Math.cos(t);
return  result;
}
public  String libelle() { return "Mouvement circulaire";}

}

class  PrgCirc{
public  static void main(String argsl]) {
int  dim=2;
double t0=0;
double[]  y0={1,0};
double pas=0.5;
int  nbpas=15;
int ixGraph=0, iyGraph=1,
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SEDOCirc sf =
new SEDOCirc(dim, t0, yO, pas, nbpas, ixGraph, iyGraph);
lterSysEDO methode = new lterSysEuler(sf, pas, YO0, t0);

TraitSEDO work = new TraitSEDO(sf, methode);

L’avantdernereligne du programmecontientle nom du processugffective
derésolutionutilisée.ll suffit simplemende modifier cetteligne pour utiliser un
autreprocessusC’estcequi estfait dansla suite.

Onuutilisedoncd’abordla méthoded’Euler qui donnedemaunaisrésultatar
elle amplifie a chaqueitérationsa déviancepar rapportau cercle-unié solution
du probleme.

— -ii |graphe d’une fonction - 0O X

347131077

9836405445 028297 1.050857

=0 7784934262471

methods Euler

FIG. 8.2: Mouvementcirculairedécrit paruneméthoded’Euler

La trajectoiresuivante est obtenueen utilisant la méthodede Runge-Kitta
d’ordre 2. On voit quela solutionnumériqueapproclkeestmeilleurequepourla
méthoded’Euler.

Finalementnousutilisonsla méthodede Runge-Kittad’ordre4 qui, achaque
itération,vafournir unesolutionsituéesurla trajectoireexactedu syseme(ici, le
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— -ii |graphe d’une fonction - 0O X

0.948360542487863

435690521

methode RKZ2

FIG. 8.3:Mouvementcirculairedécrit paruneméthodede Runge-Kuttad’ordre 2

cercleunité).

Exempled'utilisation sur leséquationsde Lorentz

Nousappliguonsmaintenannotreprogrammepour résoudrdeséquationgle
Lorentz:

% =aly - z)
—ch:c—xz—y
T =xy—bz

d
z(0)=1; y(0)=1 =2(0)=1
a, b etc sontdesparangetresqui serontégaux;ci, respectrementa 10, 8/3 et 28.

class SEDOLorentz extends SysgEDO {
double a=10, b=8/3, ¢=28;

SEDOLorentz(in t pdim, double pt0, double[] pyO, double ppas, int pnbpas,
int  pixGraph, int piyGraph) {
super(pdim, pto, pyO, ppas, pnbpas, pixGraph, piyGraph);
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— -ii |graphe d’une fonction

FOSTFLEE3EY

0.9900360056451651 1.0

=0 4803095041

methode RK4
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FIG. 8.4:Mouvementcirculairedécrit paruneméthodede Runge-Kittad’ordre 4

public  double]] calcul(double t, double[]
double(] result = new double[3];
result[0] = a*(y[1]-y[0]);
result[1] = c*y[0]-y[O]*Y[2 Fy 1]
result[2] = y[0]*y[1] -b*y[2];
return  result;
}
public  String libelle() { return "Equations
}
class PrgLorentz{
public  static void main(String argsl]) {
int dim=3;
double t0=0;
double[] y0={1,1,1};
double pas=0.01;
int  nbpas=4000;
int ixGraph=0, iyGraph=2;

SEDOLorentz sf =

new SEDOLorentz(dim , t0, y0, pas,

nbpas,

{

de Lorentz"}

ixGraph,

iyGraph);
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lterSysEDO methode = new lterSysRK4(sf, pas, yO0, t0);
TraitSEDO work = new TraitSEDO(sf, methode);

Nousmontrongdanda figure8.5la solutiontrouveeentragantz(¢) enfonction
dex(t).

— -ii |graphe d’une fonction - 0O X

47 9999167607 1864

0-SE60418954850143

FIG. 8.5: Résolutionnumériqguedeséquationsde Lorentz- Portraitde phaseen
(x,2)



