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Résuḿe

On présente brièvement quelques méthodes numériques usuelles et
élémentairesà l’usage des étudiantsen fin de premierscycles scientifiques
universitairesou deceuxdébutantunsecondcycle.

..............A REVOIR ..............

Les math́ematicienset autresscientifiquesse sont toujours intéresśes à la
résolutionnumériquedesprobl̀emesqu’ils rencontrent,l’analysemath́ematique
classiquene pouvant résoudretous les probl̀emesqui se posent(par exemple
enintégration,́equationsdifférentielles,interpolation,résolutiond’équationsnon
linéaires...). L’int ér̂et desscientifiquespourlesméthodeset l’analysenumérique
en géńeral, n’a donc cesśe d’augmenter. Deux notions s’avèrent alors impor-
tantes:

-l’erreurnumérique
-la notiondestabilité.

Abordéesdemanìererapidedanscetouvrage,nousrenvoyonsle lecteuràdes
ouvragessṕecialiśes[?, ?] pourapprofondircesnotionsutilespour la validation
desméthodesnumériques.

Les théor̀emeset propositionsénonćes ne serontpasdémontŕes, la plupart
sont,ou peuventêtrefacilement,traitésenexercices,n’exigeantpasd’arguments
math́ematiquesprofonds.

Nouscompĺetonsun certainnombrede chapitrespar despetitsprogrammes
d’applicationsen Java où l’on a privil égíe unelecturefacile pour desdébutants
dans ce langageet la programmationobjet plutôt que des développements
exhaustifs et géńeriquesnécessitantsouvent des constructionsélaboŕees qui
dépassentle cadredesobjectifsdéfinis pour ce manuel.Le choix de Java pour
implémenterdesméthodesnumériquesestdiscutableen raisondesfaiblesper-
formancesde calcul desplate-formesde développementactuellesen Java mais
qui s’améliorent régulìerementde manìere importante.Notre souci premierest
avant tout pédagogiqueet Java estun langageorient́e objetpropreet qui seveut
simple.Saportabilité intégrantdespossibilit́esgraphiquesintéressantesrépondà
nospréoccupationspédagogiquesetderentabilisationdel’investissementdansun
nouveaulangagedansunedisciplineinformatiqueenévolutionpermanente.
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1.3.1 Définitiond’uneclasse. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
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2.4 Exemplesdeméthodesitératives . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
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7.1.2 Méthodedesréctanglespoints-milieux . . . . . . . . . . 163
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Chapitr e 1

Intr oduction à Java

L’objectif decechapitren’estpasdefaireuneprésentationexhaustivedeJava,
maisd’endonnerlesnotionsessentiellesaulecteurqui n’y estpascoutumier, pour
qu’il ensaisissel’esprit et puissecomprendrelesdéveloppementsd’applications
de méthodesnumériquesqui serontfaitesdansleschapitressuivants.Le lecteur
désirantdesrenseignementsplus completssur ce langagepourraconsulter, par
exemple[?, ?].

Noussupposons,parailleurs,quele lecteurauneconnaissancepréalabled’un
langagede programmatiońevolué - C par exemple- mais pasnécessairement
en programmationobjet.On peutconsid́ererquec’est le casde la majorité des
étudiantsenpremiercyclescientifique.

1.1 PrésentationdeJava

1.1.1 Objectifs

Le langageJava a ét́e dévelopṕe afin depouvoir géńererdesapplicationsqui
soient indépendantesdesmachineset de leur syst̀emed’exploitation. Une des
autrescaract́eristiquesdu langageestde pouvoir écriredesapplicationsstructu-
rellementdistribuéessur desréseaux.Il appartient,par ailleurs,à la famille des
langagesobjetspursoù rien nepeutexisterendehorsdesclasses.

1.1.2 Historique

Au début desanńees1990,une équipede développeursde la socíet́e SUN
Microsystemstravaille sur l’impl émentationdu langageOAK pour l’int égreren
domotique,notammentpour le développementde la télévisioninteractive. Il fal-
lait quelescodesdesapplicationsdanscelangagesoit peuvolumineux,efficaces
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et indépendantsdel’architecture.A cetteépoque,la télévisioninteractiven’a pas
connuel’essor escompt́e alors que le développementd’Internet et du Web fai-
saitapparâıtre desbesoinsurgentsdemêmenature.En 1995,OAK devient Java
et se trouve populariśe rapidementpour sespossibilit́esde développementli és
au Web. Les anńeesqui suivent font connâıtre à Java unepopularit́e en tantque
langagegéńeralistequi dépasseles prévisionsde SUN. Les grandsindustriels
du développementl’adopterapidementen l’espacedequelquesanńees.Pourles
anńeesàvenir, lesindustrielsprojettentla créationdepuceśelectroniquesdédíees
àJava...unjusteretourverslespréoccupationsinitialesdesconcepteursoriginaux
deOAK/Java.

CertesJava estun langagepropríetaire,maisde licenceouverte,cequi lui a
permisdesefaireadopterpar touslesprofessionnelsdu développementavecun
engouementsanspréćedentparrapportauxautreslangagesplusanciens.

1.1.3 Une machinevirtuelle

Le langageJava estun langagecompiĺe et interpŕet́e. Cettedéfinition contra-
dictoires’expliqueparle fait quele codesourceesttransforḿedansunbyte-code
universelexécutableparunemachinevirtuelle. Cettemachinevirtuelle peutêtre
instalĺeeà partir d’une distribution du langagecommele Java DevelopmentKit
(JDK) deSUN.Elle peutêtreégalementintégŕeesousuneformecompact́eedans
un navigateurafinqu’il puisseexécuterdesappletsJava.

Cescaract́eristiquesconf̀erentau langagedespropríet́es de portabilité sans
préćedents,maisontaussiuncoût correspondantaufonctionnementdela machine
virtuellequi réduitlesperformancesd’exécutionduprogramme.Afin derésoudre
ce probl̀eme,un effort importantestconsentipour développerdescompilateurs
à la voléeen codemachinequi fonctionnentlors de l’exécutiondu programme
(compilateursidentifiéssousla dénominationdeJIT - JustIn Time).

1.1.4 Caractéristiques

Le langageJava poss̀edeunesyntaxe inspiréedu C++. Il seveutpluspropre
entermededéveloppementobjet,nepermettantpasdeconstructionendehorsdes
classes.Il seveutaussiplussimpleenaffranchissantle programmeurdetoutela
gestiondynamiquedesobjetsconstruits,grâceaufonctionnementd’un ramasse-
miettes(GarbageCollector)dontla fonctionestd’identifier et d’éliminertousles
objetsqui nesontplusréférenćes.

Java proposedesexécutionsparall̀elesdeprogrammesgrâceà uneutilisation
qui seveut plus facile desthreads(ou processuslégers)par rapportau langage
C. Il poss̀edeégalementdesaspectsli ésà la distribution grâceà sespossibilit́es
d’intégrationdansdesdocumentsWebdistribuéspar lesapplets,maiségalement
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avec la bibliothèqueRMI (RemoteMethodsInvocation)qui proposede la pro-
grammationd’objetsrépartis.L’ évolution de cettebibliothèquela fait converger
progressivementversCORBA, le standarddansle domainedesobjetsrépartis.
Les bibliothèquesCORBA sont aujourd’hui intégŕeesdansles distributions du
JDK 1.2ou suṕerieuresdeSUN.

Dans cet ouvrageoù Java sert de langageélémentaired’implémentation
de méthodesnumériques,les threadset la programmationen objetsdistribués
ne seront pas utilisés. Le paralĺelisme et la programmationdistribuée sont
indéniablementdes apportsrécentset majeursen calcul scientifiqueet feront
certainementl’objet d’ouvragessṕecifiquescompĺementaires̀a celui que nous
présentonsici.

1.2 Typesprimitifs et structur esdecontrôle

1.2.1 Typesprimitifs

Comme tout langagede programmationévolué, Java poss̀ede un certain
nombredetypesdedonńeesdebase:

– le typeboolean qui prendunedes2 valeurstrue ou false sur1 octet;
– le typechar qui correspond̀aun caract̀eresur2 octets;
– lestypesbyte, short, int et long qui sont4 typesd’entiersstocḱes

respectivementsur1, 2, 4 et 8 octets;
– les typesfloat et double qui sont2 typesdeflottantsstocḱesrespecti-

vementsur4 et 8 octets.
Lesdéclarationsdetellesvariablespeuventsefairen’importeoù dansle code

maisavantleur utilisation,commeenC++.
On utilise lesopérateursusuelssur lesvariablesdecestypesavec la syntaxe

du C.

1.2.2 Structuresdecontrôle

Cesontessentiellementlesmêmesconstructionsqu’enC, à savoir
– L’affectationqui sefait parl’opérateur= etqui consistèa recopierla valeur

dela variableprimaireàdroitedusymboledansla variablesituéeàgauche.
– Lesstructuresconditionnelles:

– if (cond) instruction1 ; [else instruction2 ;]
– switch (selecteur) �

case c1 : instructions1 ;
...
case cn : instructionsN ;
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default : instructionsNP ;�
– Lesstructuresréṕetitivesou boucles:

– for (initialisation ; condition ; instructionDe-
Suite) ,

– while (condition) instruction ;
– do instruction ; while (condition) .

1.3 Classeset objetsenJava

1.3.1 Définition d’une classe

Une classepermetde définir un type d’objetsassociantdesdonńeeset des
opérationssurcelles-ciappeĺeesméthodes. Lesdonńeeset lesméthodessontap-
peĺescomposantsdela classe.L’exempledebasedécrit dansun paragraphesui-
vantpermettradedéfinir uneclasseVecteur repŕesentantdesvecteursausens
math́ematique.A chaquevecteur, serontrattach́es:

– unestructurededonńees- un tableau- pourle stockagedesescoefficients;
– destraitementscommelessuivants,

– sonadditionavecunautrevecteur,
– sonproduitscalaireavecun autrevecteur,
– ...
– et aussisonproćed́edecréation.

1.3.2 Déclaration, création et destruction d’objets

Pour manipulerun objet (par exemple,un vecteurparticulier de la classe
Vecteur ), on doit tout d’aborddéclareruneréf́erencesur la classecorrespon-
dantautyped’objet.Cetteopérationpermetderéserver enmémoireuneadresse
qui référenceral’objet. Par exemple,pourdéclarerun objetx de typeVecteur
on écrira:

Vecteur x;

Pour que cet objet soit réellementconstruit, c’est à dire que la référence
désigneunemplacement̀apartirduquelonpourraacćederauxcaract́eristiquesde
l’objet, ondevraappelerl’opérationnew qui allouecetemplacementenmémoire
et le renvoie à la référencedel’objet. Ondisposealorsd’unenouvelle instancede
l’objet. Par exemple,pourla constructioneffectivedenotrevecteurx, on écrira:

x = new Vecteur();
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Cette instruction fait appel à un proćed́e de constructiond’objets, appeĺe
constructeur, qui estdéfini par défaut, maisqui peutaussiêtrered́efini comme
opérationdansla classeVecteur . Si cetteinstructiondeconstructionn’estpas
effectúee,la référenceassocíeeà x estinitialiséepardéfaut à NULL, qui estune
adressefictivenepointantversaucunemplacementmémoireréel.

Parailleurs,si l’on abesoinderéférencerl’objet courantdansla définitionde
la classe,cetteréférencesefait par le mot réserv́e this qui vautdoncl’adresse
del’objet courantdansuneinstancedela classe.

La destructiondesobjetsestpris enchargepar le Garbage Collector, appeĺe
encoreramasse-miettesdanssadénominationfranciśee.Cet outil logiciel fonc-
tionneenmêmetempsquele programme,il recherche,identifieetsupprimedela
mémoirelesobjetsqui nesontplusréférençables.

On peut toutefois ajouter à chaqueclasseun service finalize() , qui
seraappeĺe au momentde la destructionde l’objet, s’il estutile d’effectuerdes
opérationssṕecifiques̀acetinstant.

Commenousl’avons indiqué préćedemment,le nom d’un objet permetde
définir une réf́erence, c’est à dire uneadresse.Il estalorspossiblede faire une
affectationentredeuxobjetsdemêmenature.Une telle opérationva doncreco-
pier l’adressede l’objet affect́e. Ainsi uneaffectationestnotablementdifférente
lorsqu’ellesefait entredesvariablesdetypesimple(int, char, double,...) ouentre
desobjets.

Le passagedeparam̀etresdansles fonctionssefait parvaleur, commeenC.
Ainsi, soit le param̀etreestdetypesimplealorsonrecopiesavaleurdansceluide
la fonctionappeĺee,soit c’estun objet,on recopiealorsl’adresseréférenćeepar
l’objet (qui estbiensavaleur)dansceluidela fonctionappeĺee.

1.3.3 Tableaux

Un tableauva permettrede stocker un certainnombred’élémentsde même
type dansunestructurede donńeesqui disposed’un index pour y acćeder. Un
tableauenJavaestun objetà partentìere.

Parexemple,un tableaumonodimensionneldeflottantsdetypedouble sera
déclaŕe dela manìeresuivante:

double monTableau[];

ouencore

double[] monTableau;

Commenousl’avonsexpliquépréćedemment,cettedéclarationapermisd’af-
fecteruneréférenceau nom du tableauuneréférence(c’est à dire uneadresse,
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initialiséepar défaut à NULL). Pourconstruireeffectivementle tableau,c’est à
dire disposerde plusieursemplacementsmémoire,par exemple10, qui lui sont
propres,on invoquel’opérationdeconstructiond’objetssuivante:

monTableau = new double[10];

Cesdeuxinstructionsdeconstructionspeuvents’écrireenuneseulefois :

double[] monTableau = new double[10];

Il est égalementpossibled’initialiser la constructionen affectantun tableau
constantdela manìeresuivante:

double[] montableau = {0.0, 1.1, 3.5};

Lestableauxentantqu’objetsproposentun certainnombred’opérations,no-
tammentils poss̀edentunedonńeeproprelength qui renvoiela taille dutableau.

Par exemple,les instructionssuivantespermettentd’afficher le contenudu
tableau préćedent, en utilisant la méthode1 d’affichage standardsur l’ écran
System.out.print 2 :

for (int i=0; i<montableau.length; i++)
System.out.print(montableau[ i]+" ");

L’exemplepréćedentnousapprendparailleursque,commeenC, le premier
indiced’un tableauest0.

On dispose aussi de mécanismesde vérification de dépassementde
bornes des tableaux que l’on peut interroger par l’intermédiaire des tech-
niquesd’exceptions3 que l’on décrira apr̀es. L’exceptionconcerńee se nomme
ArrayIndexOutOfBoundsException .

1.3.4 Construction de la classevecteur

NousallonscontruiremaintenantuneclasseVecteur permettantde mani-
pulerdesvecteursausensmath́ematique.C’estuneclasséelémentairealléǵeede
certainsconceptsde programmationobjet qui serontprésent́eset introduitspro-
gressivementdansla suitedecetouvrage.

Danscetteclasse,on utilise unestructurededonńees,appeĺeecomposant ,
correspondant̀aun tableauoù serontstocḱeslescoefficientsdu vecteur.

On définit deux constructeurs qui sont desméthodesportant le nom de la
classeet qui nerenvoie pasderésultat:

1voir 1.3.1
2voir 1.7pourunedescriptiongéńeraledesméthodesd’entrées/sorties
3voir 1.6
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– Le premierconstructeurconstruitunvecteurdontle nombredecomposants
estdonńeenparam̀etre.

– Le secondconstructeurconstruitun vecteuren recopiantun tableaupasśe
enparam̀etre.

Par l’intermédiairede cesdeuxconstructeurs, il estainsi possiblede définir
desméthodesdemêmenom,à conditionqu’ellesdiffèrentauniveaudu typeou
du nombredeparam̀etresoudeleur résultatrenvoyé.On parlealorsdesurcharge
deméthodes.

Ondéfinit différentesméthodes:
– elt renvoyant la valeurde sacomposantedont l’indice estdonńe en pa-

ramètre;
– toElt permettantde modifier la composantedont l’indice et la nouvelle

valeursontpasśesenparam̀etres;
– dim renvoyantla taille duvecteur;
– afficher affichantlesvaleursdesescomposantes;
– add renvoyantunvecteurqui estla sommedu vecteurcourantavecle vec-

teurpasśeenparam̀etre;
– prodScalaire renvoyant le produit scalairedu vecteurcourantavec le

vecteurpasśeenparam̀etre.
Cet exemplepermetd’illustrer la façon dont on acc̀edeaux composantsde

l’objet courant,en invoquantsimplementleur nom,maisaussila façon dont on
acc̀edeaux composantsd’un objet extérieur, en invoquantle nom de la compo-
santeprećed́eed’un point et du nomdel’objet enquestion.

L’ écrituredela classeVecteur estla suivante,

class Vecteur {
double[] composant;

// constructeurs
Vecteur(int dim) { composant = new double[dim]; }

Vecteur(double tableau[]) { composant = tableau; }

// acces a la composante i
double elt(int i) { return composant[i]; }

// modification de la composante i
void toElt(int i, double x) { composant[i] = x; }

// renvoie sa tailla
int dim() { return composant.lengt h; }
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// affiche ses composantes
void afficher() {

for (int i=0; i<dim(); i++)
System.out.pri nt( el t( i) +" ");

System.out.pri nt ln ("" );
}

// renvoie sa somme avec le vecteur en parametre
Vecteur add(Vecteur x) {

Vecteur w = new Vecteur(dim());
for (int i=0; i<dim(); i++)

w.toElt(i, elt(i) + x.elt(i));
return w;

}

// renvoie son produit scalaire avec le vecteur en parametre
double prodScalaire(Vec te ur x) {

double p = 0;
for (int i=0; i<dim(); i++)

p += elt(i)*x.elt(i );
return p;

}
}

Nous donnonsdansle listing suivant un exemple de classequi va conte-
nir un programme principal, c’est-̀a-dire une méthode de type public
static void main(String args[]) . Le param̀etreargs correspond
à d’éventuelsargumentsd’appel.

class TestVecteur {
public static void main(String args[]) {

double []t1 = {1.0, 2.0, 3.0};
double []t2 = {5.5, 7.5, 9.5};

Vecteur x1 = new Vecteur(3);
for (int i=0; i<x1.dim(); i++)

x1.toElt(i, t1[i]);
System.out.pri nt ln( "p re mi er vecteur :");
x1.afficher();

Vecteur x2 = new Vecteur(t2);
System.out.pri nt ln( "d euxi eme vecteur :");
x2.afficher();
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Vecteur x3 = x1.add(x2);
System.out.pri nt ln( "l eur somme vaut :");
x3.afficher();

double produit=x1.pro dSca la ire (x 2) ;
System.out.pri nt ln( "l eur produit scalaire vaut : "+ produit);

}
}

Les commandes̀a utiliser pour compiler et exécuterle programmeseront
décritesau paragraphe1.4.2.Le programmegéǹere alors l’affichagesuivant à
l’exécution:

premier vecteur :
1.0 2.0 3.0
deuxieme vecteur :
5.5 7.5 9.5
leur somme vaut :
6.5 9.5 12.5
leur produit scalaire vaut : 49.0

1.3.5 Composantsde type static

Il estpossiblededéfinir descomposants4, donńeesou méthodes,qui nesont
pasrattach́esde manìerepropreà chaqueobjet instancíe, c’est-̀a-dire à chaque
instancedelaclasse,maisquisontcommuns̀atoutes.Pourcelail suffit dedéclarer
le composantavecle qualificatifstatic .

Par exemple,on peut ajouterà la classevecteurune donńee entìere qui va
compterle nombred’objetsdela classequi ont ét́e instancíes.Onpeutégalement
remplacerla méthodeadd paruneméthodequi eststatic etqui prend2 objets
Vecteur enparam̀etres: onredonnèa l’ écrituredecettefonctionuneapparence
de symétrie sur sesargumentscorrespondant̀a la propríet́e de communtativité
de l’addition. Ci-dessousnousavonspartiellementréécrit la classeVecteur en
prenantencomptecesmodifications.

class Vecteur {
double[] composant;
static int nb =0;

// constructeurs

4voir 1.3.1
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Vecteur(int dim) {
composant = new double[dim];
nb++; System.out.prin tl n( "c rea ti on de l’objet "+nb);

}

Vecteur(double tableau[]) {
composant = tableau;
nb++; System.out.prin tl n( "c rea ti on de l’objet "+nb);

}

...

// renvoie sa somme avec le vecteur en parametre
static Vecteur add(Vecteur x, Vecteur y) {

vecteur w = new vecteur(x.dim()) ;
for (int i=0; i<x.dim(); i++)

w.toElt(i, x.elt(i) + y.elt(i));
return w;

}

...

}

Pouracćederàla nouvelleméthodeadd , onproćederadela manìeresuivante:

double[] t1 = {1.0, 3.2, 5.3};
double[] t2 = {3.0, 4.1, 6.3};
Vecteur x1 = new Vecteur(t1);
Vecteur x2 = new Vecteur(t2);
Vecteur x3 = Vecteur.add(x1, x2);

1.3.6 Composantsde type public et de type private

Unenotion fondamentaleenprogrammationobjetconsistèa séparer, dansla
descriptionoul’impl émentationdesobjets,lespartiesvisiblesdel’extérieuretque
l’on appelleinterfacedecellesqui n’ont pasbesoind’êtreconnues̀a l’extérieur
del’objet.

Lescomposantsde la premìerepartieporterontalorsle qualificatif public
et ceux de la secondele qualificatif private . Dansnotre exemplede classe
vecteur, nousavonsdéfini lesopérationsd’acc̀esen lecture(fonctionelt ) et en
écriture(fonctiontoElt ) dansunobjet,si bienqu’il n’estjamaisutile d’acćeder
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au tableaucomposant interneà la classe.Ainsi nousdéclareronspublic les
deuxfonctionselt et toElt maisprivate le tableaucomposant .

L’int ér̂etdeséparerainsilespartiespubliquesdespartiesprivéesestdegaran-
tir uneévolutivité possibledesclasses,sansavoir à modifier lesprogrammesqui
les utilisent, à partir du momentoù l’on conserve leur interfacepublique.Ainsi
la classevecteur pourrautiliser destypesdestructuresdedonńeesautresque
destableauxpour stocker sescomposantes.On pourrapar exemple,utiliser un
stockagedirectesur fichier (pour desvecteursde dimensionimportante)ou en-
coreun stockagesṕecifiquepour desstructurescreuses(en ne stockantque les
coefficientsnonnulset leur position).Il suffira alorsdered́efinir correctementles
deuxfonctionsd’acc̀esenlecture(elt ) etenécriture(toElt ) enrespectantleur
moded’appel.Touslesprogrammesutilisantdesclassesvecteursn’aurontalors
paslieu desubirla moindremodificationpourpouvoir utilisercesnouveauxtypes
devecteurs.

La classevecteurpourraalorsêtrepartiellementréécriteavecdespartiespu-
bliqueset privées,commeci-dessous:

class Vecteur {
private double[] composant;
static int nb =0;

// acces a la composante i
public double elt(int i) { return composant[i]; }

// modification de la composante i
public void toElt(int i, double x) { composant[i] = x; }

...

}

L’utilisation de ces fonctions n’est pas affect́ee par ces déclarations
suppĺementaires: onintroduitsimplementdeslimitationsauxcomposantscomme
décrit préćedemment.

Il estànoterqu’enn’indiquantni public ni private , lescomposantssont
consid́eŕescommeétantdéfinis public par défaut, saufsi l’on setrouve dans
un autrepackage quecelui de la classeconsid́eŕee- nousreviendronssur cette
nuancedansle paragraphe1.4.3.

1.3.7 Châınesdecaractères

Les châınes de caract̀eresen Java sont des objets, instancesde la classe
préd́efinie String , et elles référencentdeschâınesconstantes.On pourra les
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déclarercommedansl’exemplesuivant:

String ch1 = new String("bonjour");

ouencore,sousuneformecondenśeequi estsṕecifiqueautypeString :

String ch1 = "bonjour";

La châıne "bonjour" estici constantemaisch1 peutêtreréaffect́eepour
référenceruneautrechâıneconstante,commedansl’exemplesuivant:

String ch2 = "au revoir";
ch1 = ch2;

L’ensembledesméthodesde la classeString peut êtreobtenuen consultant
la documentationdel’API (ApplicationProgrammingInterface)assocíeeauJDK
utilisé. Cettedocumentation,au formatHTML, serévèle insdispensabledansla
pratique,pour pouvoir acćederaux descriptionsdesinterfacesdesnombreuses
classespropośeesdansJava. Toutefoisnousallonsexaminerquelquesunesdes
méthodeslesplusutilesrelativesà la classeString:

– La méthodestatic String valueOf(int i) renvoie unechâıne
contenantla valeurde i . Cettefonctionexisteaussipourdesparam̀etresde
tousles typesprimaires.Notonsquec’est uneméthodestatiquequi s’ap-
pelle, par exemple,de la manìeresuivante: String.valueOf(12) et
qui retourneici la châıne“12”.

– La méthodeboolean equals(String s) comparele contenude la
châınecouranteavecla châınes.

– La méthodeString concat(String s) renvoie la concat́enationde
la châıne courante(celle qui va préfixée la fonction concat ) et de s . Il
fautnotertoutefoisquelesconcat́enationsdechâınespeuventsefairesim-
plementavecl’opérateur+, commeonpeutle remarquerdanslesappelsde
la fonctiond’affichagedanscertainsdesexemplesqui préc̀edent.

– La méthodeint length() renvoie la longueurdela châınecourante.
– La méthodeint indexOf(int c) renvoie la positionde la premìere

occurencedu charact̀erede codeASCII c . Elle renvoie -1 si cecaract̀ere
n’apparâıt pas.

– La méthodechar charAt(int i) renvoie le caract̀ereà la positioni .
Nous avons vu que les objetsString référencentdeschâınesconstantes.

On peut,en fait, travailler avec deschâınesmodifiables,en utilisant desobjets
de la classepréd́efinie StringBuffer dont on va décrire,sommairement,les
méthodesessentielles.Là encore,pourplusd’informations,on consulterala do-
cumentationenlignedel’API.

Lesdifférentsconstructeursdela classeStringBuffer sont:
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– StringBuffer() permettantdecréerunechâınevide;
– StringBuffer(int dim) permettantdecréerunechâınedelongueur

dim ;
– StringBuffer(String s) permettantdecréerunechâınecontenant

s .
Lesprincipalesméthodesdela classeStringBuffer sont:
– int length() renvoyantla longueurdela châıne;
– StringBuffer append (String s) ajoutants à la fin dela châıne

courante;
– String toString() renvoyant dansune châıne constantela châıne

modifiablecourante.

1.4 Organisation des fichiers sources d’un pro-
grammeJava

1.4.1 Structure desfichiers sources

Un programmeJava correspondà une collection de classesdans un ou
plusieursfichiers sourcesdont l’extension est "java" . L’un de ces fichiers
doit conteniruneclassequi implémentela méthodepublic static void
main(String args[]) , commecela est fait dansl’exemplepréćedentde
constructiondela classevecteuret desonprogrammedetest.

1.4.2 Commandesde compilation et de lancement d’un pro-
gramme

Pourcompileretexécuterlesprogrammesjavaonutiliselesoutilsfournisavec
le JDK. On commencepar lancerla compilationdesfichiersavec la commande
javac . Parexemple,pourlesdeuxfichiersrelatifsànotreclassevecteuret à son
programmedetest,on écrira:

javac Vecteur.java
javac TestVecteur.java

Deux fichiers : Vecteur.class et TestVecteur.class ont ét́e
géńeŕeset correspondentauxnomsdetouteslesclassesdéfiniesdanslesfichiers
sources.Cesontdesfichiersenbyte-codeportablessurtoutemachinedevantêtre
traitéspar la machinevirtuelle java lanćeepar la commandejava . On exécute
doncle programmeprincipal,qui estdansla classeTestVecteur , entapantla
commande:
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java TestVecteur

1.4.3 Packages

Un packagepermet de regrouper un ensemblede classes.L’instruction
package nomPack en début de fichier indique que les classesqui y sont
définiesappartiennentau packagenomḿe nomPack. Pouracćederaux classes
decepackage,lorsquel’on estdansuneclassequi n’y appartientpas,on utilise
la dénominationnomPack.className , où className désignele nomdela
classe.

Les désignationsde packagesuivent un sch́emade constructionarborescent
du type : name.subname.subsubname . Il existe un lien entreles nomsde
packageet lesrépertoiresoù setrouvent lesclassesy appartenant. Par exemple,
uneclassewatch appartenantaupackagetime.clock doit setrouver dansle
fichier time/clock/watch.class .

Lesrépertoiresoù Java effectuesarecherchedepackagessontdéfinisdansla
variabled’environnement: CLASSPATH.

L’instruction import packageName permetd’utiliser desclassesdu pa-
ckagedéfini, sansavoir besoinde lespréfixer par leur nomdepackage.On peut
importertouteslesclassesd’un packageenutilisantun import du type import
packageName.* ; , mais,ATTENTION , l’import d’un niveaude packagene
permetpasd’importer lespackagesqui sonten-dessousdansl’arborescencedes
répertoires.

Voici un exempled’illustration qui montreuneorganisationde classesjava,
dansdifférentsrépertoireset leur utilisation.

La variable d’environnement CLASSPATH doit être dans le fichier
.profile ou dans.bashrc , parexemple,sousUnix, dela manìeresuivante:

CLASSPATH= ˜/myJavaClass

Voici maintenantdesextraitsdedifférentsfichiersranǵesdanslesrépertoires
indiqués:

– le fichier /myJavaClass/bibMat/calVecteur/Vecteur.javacorrespond̀a
package bibMat.calVecteur;
public class Vecteur { ... }

– le fichier /myJavaClass/bibMat/calMatrice/Matrice.javacorrespond̀a
package bibMat.calMatrice;
public class Matrice { ... }

– le fichier /myJavaClass/calUtil/TestBibMat.javacorrespond̀a
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package calUtil;
import bibMat.calMatrice.*;
public class TestBibMat {

public static void main (String args[]) {
bibMat.calVecteur.Vecteur x =

new bibMat.calVecteur.Vecteur(3) ;
Matrice M = new Matrice(3, 3);
...

}
}

1.4.4 Visibilit é descomposantsdanslespackages

Onavu préćedemmentquel’accessibilit́edescomposantsd’uneclassesefait
grâceaux qualificatifs private ou public . En fait, elle est égalementli ée
auxlocalisationsdanslespackages.Ainsi, lorsqu’uncomposantneprécisepassa
nature(private ou public ) alorsil est,pardéfaut,public danslesclasses
du package(ou du répertoire)auquelil appartientet private endehors.

Nousillustronscesproposavecl’exemplesuivant:
– PackageP1:

class C1 {
public int xa;
int xc;
private int xd;

}
class C2 { ... }

– PackageP2:
class C3 { ... }

Danscetexemple,la classeC2 peutacćederàxa etxc . ParcontreC3 nepeut
acćederqu’àxa uniquement.

1.4.5 packagesprédéfinis enJava

Le langageJava poss̀edeun grandnombrede packagespréd́efinis regrouṕes
parthèmes.Cespackageset lesclassesqu’ils contiennentsontdécritsdemanìere
exhaustivedansunedocumentationfournieparSunetqui reprendl’ensembledes
interfaces.CettedocumentationestappeĺeeAPI (ApplicationProgrammingInter-
face)et estdistribuéesousun formatHTML, permettantainsiunenavigationhy-
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pertexteparticulìerementadapt́eeauxrecherchesd’informationsnécessairespour
le développementdeprogrammes.On y trouveprincipalement:

– java.lang qui correspondauxclassesdebase(châınes,math,...),
– java.util qui correspondauxstructuresdedonńees(vector, piles,files,

...),
– java.io qui correspondauxentŕees/sorties,
– java.awt qui correspondaugraphismeet fenêtrage,
– java.net qui correspondauxcommunicationsInternet,
– java.applet qui correspondauxinsertionsdansdesdocumentsHTML.

1.5 Héritage

1.5.1 Construir e uneclassedérivée

La notion d’héritageest importanteen programmationobjet.Elle permetde
définir uneclassedérivéeà partir d’uneautreclassedonton dit qu’elle hérite. La
classedérivéeposs̀edealors,par défaut, l’ensembledescomposantsde la classe
dontellehérite- onl’appelleclassemère- saufsi desrestrictionsont ét́epośessur
cescomposants.L’héritageestdoncunconceptessentielrenforçantlespropríetes
deréutilisabilitédesprogrammesobjets.

L’utilisation réṕet́ee de l’h éritagesur des classessuccessives conduit à la
constructiond’une hiérarchieentreelles,quel’on peutsch́ematiserparun arbre
d’héritage.La figure1.1présenteun exempled’arbred’héritageconstruitsurdes
classespermettantderepŕesenterdesfiguresgéoḿetriques.

Figure

Polygone Cercle

RectangleTriangle

FIG. 1.1:Arbred’héritagedeclassesd’objetsgéoḿetriques

La constructioneffective desdifférentesclassesdela figure1.1estfaitedans
l’exemplecompletduparagraphe1.5.5.

Pourdéfinir uneclasseClB qui dérivedela classeClA, onferaunedéclaration
du type:
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class ClB extends ClA { ... }

Un objetdela classeClB estalorsaussiun objetdela classeClA, il peutêtre
utilisépartoutoù unobjetdela classeClA estattendu.

On peut tester l’appartenanced’un objet à une classegrâce à l’opérateur
instanceof , commedansl’exemplequi suit :

ClB x;
if ( x instanceof ClA)

System.out.println(‘‘voici un objet ClA !’’);

L’exécution des lignes préćedentesprovoque l’affichage de “voici un
objet ClA ! ”.

1.5.2 Constructeur d’une classedérivée

Si l’on définit unconstructeurd’uneclassedérivée,celui-cidoit explicitement
faireappelà unconstructeurdela classemère,auquelonacc̀edeavecla méthode
préd́efinie super( ... ) . Si cet appelexplicite n’est pasfait, l’exécutiondu
programmeprovoqueraun appelimplicite du constructeurpardéfaut,c’està dire
sansparam̀etre,dela classemère; il fautdoncimpérativementquecelui-ciexiste
sinonuneerreurdecompilationseradiagnostiqúee.Ainsi, si l’on a défini un ou
desconstructeursdansla classemère,une de sesversionsdevra être sanspa-
ramètre.

L’appel explicite du constructeurde la classemère se fait par la méthode
préd́efinie super( ... ) , cet appelest obligatoirementla premìere instruc-
tion du constructeur. On nepeutdonctransmettrequedesvaleursdeparam̀etres
du constructeurcourantlorsdel’appel desuper( ... ) .

On retrouve detellesconstructionsdansl’exempledu paragraphe1.5.5où la
classeFigure poss̀edeun composantde typePoint correspondant̀a sonori-
gineetpouvantêtreinitialiséparle param̀etrex duconstructeurFigure(Point
p) . On définit la classeCercle dérivant de Figure , dont le constructeurest
défini par:

Cercle (Point centre, double r)
{ super(centre); ... }

1.5.3 Accessibilit́e : public, protectedet pri vate

On a vu préćedemmentque les composantsd’une classepouvaient être
éventuellementqualifiésdestermespublic ou private . Il existe,en fait, un
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troisièmequalificatif protected qui indiquequece composantestaccessible
uniquementdanslesclassesdérivéeset lesclassesdumêmepackage.

Parexemple,soit la classeClA définiedela manìeresuivante:

package aa;
public class ClA {

protected int JJ;
...

}

et la classeClB définieainsi:

package bb;
import aa.*;
class ClB extends ClA {

void PP() {
JJ++; // autoris é
ClB b;
b.JJ++ // autoris é
ClA a;
a.JJ++ // interdit

}
}

1.5.4 Méthodesvirtuelles et classesabstraites

Uneclassepeutannonceruneméthodesansla définir, ondit alorsquela classe
estabstraite.Elle doit êtreintroduiteavecle mot cléabstract .

Parexemple,onpeutdéfinir la classeabstraiteClA suivanteetuneclasseClB
qui endérive.

abstract class ClA {
abstract void fctP() ;
void fctQ() { ... };
...

}
class ClB extends ClA {

void fctP() { ... };
...

}

Enraisondesadéfinition incompl̀ete,il estimpossibled’instancieruneclasse
abstraitequi nesertqu’à la constructiondeclassesdérivées.Cesdernìeresdevront
red́efinir touteslesméthodesabstraites,pournepasl’ êtreelles-m̂emesetpouvoir
ainsiêtreinstancíees.
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1.5.5 Un exemple: quelquesobjets géométriques

Nousdonnonsun exempled’implémentationdesdifférentesclassesdécrites
surla figure1.1.Nouscommenc¸onspardéfinir uneclassePoint qui serviradans
lesautresclasses:

class Point {
double abscisse;
double ordonnee;
Point(double x, double y)

{abscisse=x; ordonnee=y;}
Point(Point p)

{abscisse=p.ab sc iss e; ordonnee=p.ord onnee ;}
static double distance(Point p, Point q) {

double dx=p.abscisse- q. absc iss e;
double dy=p.ordonnee- q. or donnee;
return Math.sqrt(dx*d x+dy *d y);

}
}

Nous définissonsensuiteune classeabstraitepour définir le type Figure
constitúededeuxméthodesabstraitesd’affichageet decalculdepérimètre:

abstract class Figure {
private static final Point zero=new Point(0,0);

Point origine;
Figure(){origi ne=zero ;}
Figure(Point p){origine=new Point(p);}
abstract double perimetre();
abstract void affiche();

}

La classeCercle qui suit dérive de la classeFigure en implémentantses
deuxméthodesabstraitesperimetre et affiche :

class Cercle extends Figure {
private static final double pi=3.141592;
double rayon;
Cercle(Point centre, double r)

{super(centre) ; rayon=r;}
double perimetre()

{return 2*pi*rayon;}
void affiche() {

System.out.pri nt ln( "Cer cl e" );
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System.out.pri nt ln( "r ay on : " + rayon +" et centre : " +
"(" + origine.abscisse +
"," + origine.ordonnee + ") ");

}
}

La classePolygone dérive dela classeFigure . Elle secaract́eriseparun
tableaudePoint :

class Polygone extends Figure {
Point sommet[]= new Point[100];
int nbs;
Polygone(){nbs =0;}
Polygone(Point [] m, int n) {

super(m[0]);
nbs=n;
for (int i=0; i<n; i++)

sommet[i]=m[i] ;
}
double lcote(int i) {

if (i<nbs)
return Point.distance (s ommet [i -1 ], sommet[i]);

else
return Point.distance (s ommet [i -1 ], sommet[0]);

}
double perimetre() {

double somme=0;
for (int i=1; i<=nbs; i++)

somme += lcote(i);
return somme;

}
void affiche() {

System.out.pri nt ln( "P ol yg one") ;
for (int i=0; i<nbs; i++)

System.out.pri nt( "( " + sommet[i].abscis se +
"," + sommet[i].ordonn ee + ") ");

System.out.pri nt ln( );
}

}

La classe Triangle est une classe élémentairedérivée de la classe
polygone :

class Triangle extends Polygone {



MéthodesnumériquesavecJava 25

Triangle(Point [] m) { super(m,3); }
}

La classeRectangle dérive de la classePolygone . Elle estdéfinieavec
sescaract́eristiquesmath́ematiquesclassiques,c’estàdirela longueurdesescôtés
et un desessommets,le sommetinférieurgauche.On a alorsunebonneillustra-
tion de l’utilisation desconstructeurssuccessifsdesclassesdérivées.Pour ap-
peler le constructeurde Polygone qui poss̀edele tableaude sessommetsen
param̀etres,il faudraittout d’abordfairela constructiondecetableauà partir des
caract́eristiquesdeRectangle , cequi n’estpaspossible,carl’appel desuper
doit êtrela premìereopération.Il fautdoncutiliser le constructeurpardéfautdans
la classePolygone qui seraappeĺe audébut de l’exécutiondu constructeurde
Rectangle . La composantesommet dela classeseraalorsconstruiteplusloin :

class Rectangle extends Polygone {
double largeur;
double longueur;
Rectangle(Poin t m, double lo, double la) {

// appel implicite du constructeur de
// Polygone sans parametre
// l’appel du constructeur de Polygone avec parametres
// ne peut se faire car il faut d’abord construire
// le tableau a lui transmettre qui ne peut se faire
// qu’apres l’appel explicite ou implicite de super
Point P1= new Point(m.absciss e+ lo, m.ordonnee);
Point P2= new Point(m.absciss e, m.ordonnee+ la);
Point P3= new Point(m.absciss e+ lo, m.ordonnee+ la);
Point mr[]={m, P1, P3, P2};
sommet=mr;
nbs=4;
largeur= la;
longueur= lo;

}
}

Voici unprogrammeprincipaldetest:

class Geometrie {
public static void main(String args[]) {

Point P1= new Point(3,4);
Point P2= new Point(4,4);
Point P3= new Point(0,0);
Point P4= new Point(1,0);
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Point P5= new Point(0,1);
Point [] TabP={P3, P4, P5};
Cercle c= new Cercle(P1,2);
Rectangle r= new Rectangle(P2,5, 2) ;
Triangle t= new Triangle(TabP);
Figure f; //autorise, mais pas new Figure !
System.out.pri nt ln( "p er im et re cercle");

f=c; f.affiche(); // appel de affiche de Figure
// puis de sa forme derivee de cercle

System.out.pri nt ln( "p er im et re : " + f.perimetre());

f=r; f.affiche();
System.out.pri nt ln( "p er im et re : " + f.perimetre());

f=t; f.affiche();
System.out.pri nt ln( "p er im et re : " + f.perimetre());

}
}

L’exécutiondu programmeaffiche:

java Geometrie
perimetre cercle
Cercle
rayon : 2.0 et centre : (3.0,4.0)
perimetre : 12.566368
Polygone
(4.0,4.0) (9.0,4.0) (9.0,6.0) (4.0,6.0)
perimetre : 14.0
Polygone
(0.0,0.0) (1.0,0.0) (0.0,1.0)
perimetre : 3.4142135623730 95

1.5.6 Interfaces

Une interface, enJava,permetdedécrireun mod̀eledeconstructiondeclasse
danslequelonn’indiqueuniquementquelesen-t̂etesdesméthodes.Celaéquivaut,
d’unecertainemanìere,à uneclasseoù touteslesméthodessontabstraites.

On dira qu’une classeimplémenteune interface, si elle red́efinit toutesles
méthodesdécritesdanscetteinterface.

Parexemple,ondéfinit unmod̀eledeprobl̀emeparuneinterfacequi comporte
deuxméthodesposerProbleme et resoudreProbleme :



MéthodesnumériquesavecJava 27

interface AResoudre {
void poserProbleme() ;
void resoudreProblem e() ;

}

On peut alors construire une classe equationPremierDegre qui
implémentel’interfaceaResoudre :

class EquationPremie rD egre implements AResoudre {
double coefx, coef1, solution;
void poserProbleme()
{ // on lira coefx et coef1 }
void resoudreProblem e()
{ // on affecte une valeur a solution }
...

}

Un autre intér̂et des interfacesprovient de la limitation de Java en terme
d’héritagemultiple. En effet, Java ne permetpasqu’une classedérivée puisse
avoir plusieursclassesmèreset doncde béńeficier descomposantsdéfinis dans
ces différentesclasses.Pour pallier cette limitation, on devra utiliser conjoin-
tementl’h éritageet l’impl émentationd’interfaces.Il est, par ailleurs, possible
d’implémenterplusieursinterfacesenJava,contrairement̀a l’h éritage.

1.5.7 Passaged’une fonction enparamètred’une méthode

Nous nousintéressonsau probl̀emedu passaged’une fonction en tant que
param̀etredansuneméthode.Parexemple,onsouhaitedécriredansuneclasseun
proćed́e qui approchele calculd’unedérivéed’unefonctionréelled’unevariable
réelleparun tauxd’accroissement:

����������� ������� ��!#"#�%$&�����'$&��!#"(��
Nousallonsmontrercommeceproćed́epeutêtredécrit d’unemanìeregéńerique,
c’est à dire en utilisant une fonction abstraite

�
, param̀etre du proćed́e. On

appliquealorsceproćed́e dedérivationnumériqueà unefonctionparticulìereen
la transmettantparl’intermédiairedeceparam̀etre.

Dansbeaucoupde langages,commele C ou le C++, le passaged’une fonc-
tion enparam̀etres’effectueengérantun pointeurqui contientl’adresseeffective
du codedela fonction.Le langageJava neproposantpasdegestionexplicite de
pointeur, on doit alorscréeruneenveloppede typeobjetcontenantuneméthode
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correspondantèa l’ évaluationdela fonction.C’estcetteclasseenveloppequi cor-
respondauparam̀etreàgérer.

Il fautdonccommencerpardéfinir uneclasseabstraite,ou uneinterface,qui
décrit lesfonctionnalit́esminimalesdela classecorrespondantauparam̀etrefonc-
tionnel.

Nousdonnonsun exemplequi s’appuiesur l’utilisation d’une interfacemi-
nimalecaract́erisantunefonction réelled’unevariableréelle.Lesnombresréels
sontimplément́esparle typedouble :

interface FoncD2D { public double calcul(double x); }

Nouspouvonsalorsutiliser cetteinterfacepourdécrireun proćed́e géńerique
decalculdedérivationnumérique,commedécrit ci-dessus:

class DiffFinies {
public double derivOrdre1 (FoncD2D f, double x, double h) {

return (f.calcul(x+h/ 2) - f.calcul(x+h/2) )/ h ;
}

}

Pourutiliserceproćed́e,il suffit maintenantdedéfinir unefonctionparticulìere
dansuneclassequi implémentel’interfaceFoncD2D :

class FoncCarre implements FoncD2D {
public double calcul (double x) { return x*x ; }

}

Le programmeprincipal suivant va alors construireun objet de la classe
FoncCarre qui permetd’utiliser la fonction particulìere qui y est définie. Il
construitaussiunobjetdelaclasseDiffFinies qui permetd’utiliser le proćed́e
dedérivationnumériquequi estinvoqúesurl’objet detypeFoncCarre , reconnu
commeuneimplémentationdeFoncD2D :

class TestDiffFinies {
public static void main (String args[]) {

FoncCarre f = new FoncCarre();
DiffFinies df = new DiffFinies();
System.out.pri nt ln ("Diff érences finies d’ordre un "+

"en 1 de pas 0.01 : "+
df.derivOrdre1 (f , 1, 0.01));

}
}

Le résultatdel’exécutionest:
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java TestDiffFinies
Diff érences finies d’ordre un en 1
de pas 0.01 : 1.9999999999999685

1.6 Exceptions

1.6.1 Notions générales

L’introduction de la notion d’exceptiondansun langagede programmation
a pour but de simplifier le traitementde certainessituations.Cesdernìeressont
consid́eŕeescommeexceptionnelles,au sensoù leur détectionnécessitede les
gérer, enlessortantdu contextedanslequelleellessontdétect́ees.

Dansles langagesnegérantpassṕecifiquementcessituationsd’exception,il
estnécessaired’utiliser de nombreusesinstructionsconditionnellessuccessives,
afin de réorienterle déroulementdu programmede manìere ad́equate.De tels
processuspeuventconduireà unecomplexité du programmedont la lecturefinit
pars’alourdir.

Certainslangagesproposentdemanìerefacultativel’utilisation desexceptions
(c’est le casdu C++). Avec Java, on a l’obligation de les gérer lorsquecertains
appelsdeméthodessontsucceptibles,depar leur conception,de déclancherdes
traitementsd’exception.

Unegestiond’exceptionestcaract́eriśeeparuneséquence

try - Catch - finally

qui correspondtypiquementaudéroulementsuivant:

try {
//s équence succeptible de déclancher une exception
...

}
catch (classExceptio n e1) {

//traitement à effectuer si e1 a ét é déclanch ée
...

}
catch ( ....) { ... } //autre déclanchement éventuel
finally {

//traitement effectu é avec ou sans déclanchement d’exception
...

}

Nousdonnonsci-dessousun exemplede programmequi récup̀ere les argu-
mentsfournisaulancementduprogramme.Il calculeetaffichela moyennedeces
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argumentslorsquece sontdesentiers.Il déclancheun traitementd’exceptionsi
l’un desargumentsnecorrespondpasàun entier.

class exceptionCatch {
static int moyenne (String[] liste) {

int somme=0, entier, nbNotes=0, i;
for (i=0; i<liste.length; i++)

try {
entier=Integer. par se In t( li ste [i ]) ;
// conversion cha ı̂ne en valeur enti ère
somme += entier; nbNotes++;

}
catch (NumberFormatExc epti on e) {

System.out.prin tln (" note : "+(i+1)+" invalide");
}

return somme/nbNotes;
}

public static void main (String[]argv) {
System.out.prin tl n( "moy enne "+moyenne(argv) );

}
}

Uneexécutionpossibleduprogrammeestla suivante:

java exceptionCatch ha 15 12 13.5
note: 1 invalide
note: 4 invalide
moyenne 13

1.6.2 Définir sapropreexception

Pour définir sa propreexception, il faut définir une classequi hérite de la
classepréd́efinieException . On pourrasurcharger, en particulier, la méthode
préd́efinietoString() dontla châınerenvoyéecorrespondaumessageaffiché,
lorsquel’on demanded’afficherl’exceptionelle-même.

Uneméthodesucceptiblededéclancheruneexceptiondevra avoir uneclause
throws , suivie del’exceptiondéclanchabledanssonen-t̂ete.Dansle corpsdela
méthode,on préciseradansquelleconditionl’exceptionestdéclanch́ee,en invo-
quantl’opérateurthrow .

On donne ci-apr̀es un compĺement du programmepréćedent déclanchant
une exception,lors du calcul de la moyenned’un tableau,s’il ne contientpas
d’éléments.
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class ExceptionRien extends Exception {
public String toString() {

return ("aucune note !");
}

}
class ExceptionThrow {

static int moyenne (String[] liste) throws ExceptionRien {
int somme=0, entier, nbNotes=0, i;
for (i=0; i<liste.length; i++)

try {
entier=Integer. par se In t( li ste [i ]) ;
// conversion cha ı̂ne en valeur enti ère
somme += entier; nbNotes++;

}
catch (NumberFormatExc epti on e) {

System.out.prin tln (" note : "+(i+1)+" invalide");
}

if (nbNotes == 0) throw new ExceptionRien() ;
return somme/nbNotes;

}
public static void main (String[]argv) {

try {
System.out.prin tl n( "moye nne "+moyenne(argv)) ;

}
catch (Exception e) {

System.out.prin tl n( e);
}

}
}

Voici deuxexécutionssuccessivesdu programmepréćedent:

java exceptionThrow q d 1 3 5.2
note: 1 invalide
note: 2 invalide
note: 5 invalide
moyenne 2

java exceptionThrow q d 3.1 a 5.2
note: 1 invalide
note: 2 invalide
note: 3 invalide
note: 4 invalide
note: 5 invalide
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aucune note !

1.7 Entr ées/Sorties

1.7.1 Classesdegestiondeflux

Dansle langageJava,deuxtypesd’entŕees/sortiessontutilisables:
– Lesentŕees/sortiestraditionnelles,c’est-̀a-direutilisant lesflux decommu-

nications“par défaut”, à savoir le clavier ou l’ écran,ouencorelesfichiers;
– Lesentŕees/sortiesbaśeessurdesinteractionsavecunsyst̀emedefenêtrage.

Celles-ciserontdévelopṕeesdansle chapitresurle graphisme.
Nousprésentons,dansla suite,desnotionsbaśeessurl’API 1.1et qui ont ét́e en-
richiessignificativementparrapportauxversionspréćedentes.Lesraisonsdeces
enrichissementssontprincipalementduesà desquestionsd’efficacit́e et à la pos-
sibilité d’utiliser descodesinternationaux(UNICODE) qui enrichissentle code
ASCII avecdescaract̀eresaccentúes,entreautres.

Lesprincipalesclassesdegestiondeflux sontorganiśeessuivantla hiérarchie
d’héritagedécritedansla figure1.2.

InputStreamReader

BufferedReader

BufferedWriter

PrintWriter

OutputStreamWriter

Reader (abstract)

Writer (abstract)

FileReader

FileWriter

Object

FIG. 1.2:Hiérarchiedesclassesdegestiondeflux

Danscettehiérarchie,lesclassessuivantesapparaissent:
– La classeObject qui estla classedebaseenJava, dont touteslesautres

héritent́e;
– Les classesabstraitesReader et Writer qui concernentrespectivement

lesflux decaract̀erespourleslectureset lesécritures;
– LesclassesInputStreamReader etOutputStreamWriter qui per-

mettentde faire la traductiondesdonńeesbrutesencaract̀eresUNICODE
et inversement;
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– Les classesBufferedReader et BufferedWriter qui permettent
l’utilisation d’unemémoiretamponpourlesentŕees-sorties.Cettemémoire
estindispensablepourl’utilisation despériph́eriquesstandards(écranetcla-
vier) ;

– LesclassesFileReader et FileWriter qui permettentl’utilisation de
fichiers;

– La classePrintWriter qui permetl’ écriturededonńeesformatt́eessem-
blablesauxaffichages̀a l’ écran.

Cetteliste n’est pasexhaustive maiscorrespondaux principalesclassesque
nousseronsameńesàutiliserdansla suite.

1.7.2 Saisiesau clavier

Poureffectuerunesaisieauclavier, on construitsuccessivement:
– Un flux InputStreamReader avecle flux del’entréestandard,̀asavoir

System.in ;
– Un flux de lecturebufferisé de type BufferedReader à partir du flux

préćedent.
On présente,ci-apr̀es, un exemple typique de lecture au clavier. Dans cet

exemple,on lit dansle flux bufferisé avec la méthodereadLine() permet-
tant la lectured’un châıne de caract̀eresjusqu’̀a ce que l’on rencontreun saut
de ligne. La châıne de caract̀ere est alors convertie en entier, avec la méthode
() parseInt , ou en flottant, avec un constructionplus complexe qui utilise
la méthodefloatValue() , sur l’objet dela classeFloat obtenuenappelant
valueof() . Cettedernìereméthodeeststatiqueet a pour param̀etrela châıne
lue. Il faut noterqu’à partir du JDK 1.2, on pourraplus simplementappelerla
méthodeparseFloat() , similaireàparseInt() .

On remarqueraque, dans cet exemple, il est nécessairede gérer le
déclanchement́eventueld’exceptionspeuvantseproduire,

– soit par un probl̀emede lecturedeflux qui provoquele déclanchementde
l’exceptionIOException ;

– soit par un probl̀eme de conversion de châıne de caract̀eres en valeur
numériquequi provoquel’exceptionNumberFormatException .

import java.io.*;
class Testio {

public static void main(String[] args) {
InputStreamRea der fluxlu = new InputStreamReade r( Syst em. in );
BufferedReader lecbuf = new BufferedReader (fl ux lu );

try {
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System.out.pri nt (" tap er 1 ligne de caracteres : ");
String line = lecbuf.readLine ();
System.out.pri nt ln ("l ig ne lue : " + line);

System.out.pri nt (" tap er 1 nombre entier : ");
line = lecbuf.readLine( );
int i = Integer.parseIn t( li ne);
System.out.pri nt ln ("e nt ie r lu : " + i);

System.out.pri nt (" tap er 1 nombre reel : ");
line = lecbuf.readLine( );
float f = Float.valueOf(l in e) .fl oatV al ue();
System.out.pri nt ln ("r éel lu : " + f);

System.out.pri nt ln ("s omme des deux nombres : " + (i+f) );
}
catch(IOExcept io n e) {

System.out.pri nt ln ("e rr eur de lecture"); }

catch(NumberFo rmat Excep ti on e) {
System.out.pri nt ln ("e rr eur conversion chaine-entier"); }

}
}

L’affichageobtenuà la suitedel’exécutionduprogrammeestle suivant:

java Testio
taper 1 ligne de caracteres : java sait lire
ligne lue : java sait lire
taper 1 nombre entier : 3
entier lu : 3
taper 1 nombre reel : 12.5
r éel lu : 12.5
somme des deux nombres : 15.5

1.7.3 Lectured’un fichier

Une lecturedansun fichier esteffectúe dansle programmesuivant.Il estsi-
milaire aupréćedentavec,toutefois,quelquesdifférences:

– FileReader est la classeinstancíee pour construirele flux d’entŕee à
partir du nom du fichier. Cetteinstanciationpourradéclancherl’exception
FileNotFoundException , si le fichiern’estpastrouvé.

– La méthodeclose() fermele fichier.
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– On utilise unebouclequi détectela fin de fichier, suiteau résultatd’une
lecturequi renvoie la constantenull .

import java.io.*;
class Testfile {

public static void main(String[] args) {
FileReader fichier=null;
BufferedReader lecbuf;

String line;
float f, somme=0;
int nbnombre=0;

try {
fichier = new FileReader("don nee .d at ") ;
lecbuf = new BufferedReader (f ich ie r) ;

while ( (line = lecbuf.readLine( )) != null ) {
f = Float.valueOf(l in e) .f lo atV al ue() ;
somme += f; nbnombre++;
System.out.pri nt ln( "n ombr e lu : " + f);

}
if ( nbnombre > 0 )

System.out.pri nt ln( "Moy enne : " + (somme/nbnombre ));
}
catch(FileNotF oundExcep ti on e) {

System.out.pri nt ln ("f ic hi er donnee.dat inexistant !"); }

catch(IOExcept io n e) {
System.out.pri nt ln ("e rr eur de lecture"); }

catch(NumberFo rmat Excep ti on e) {
System.out.pri nt ln ("e rr eur conversion chaine-entier"); }

finally {
if (fichier!=null)

try { fichier.close() ; }
catch(IOExcept io n e) {}

}
}

}

Onexécutele programmepréćedentavecle fichier"donnee.dat" suivant:
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2.3
1.2
3.4
2.1
5.2

L’affichage,produitparle programme,estalorsle suivant:

java Testfile
nombre lu : 2.3
nombre lu : 1.2
nombre lu : 3.4
nombre lu : 2.1
nombre lu : 5.2
Moyenne : 2.84

1.7.4 Ecritur edansun fichier

Le programmesuivantva utiliser un fichier danslequelon écrit.On construit
un flux de type FileWriter , utilisé dans un tampon d’écriture (de type
BufferedWriter ). Un flux, de type PrinterWriter , permetalors d’ef-
fectuerdesécrituresformatt́eesavec la méthodeprintln , commeon le fait
courammentsurla sortiestandard,c’est-̀a-direl’ écran.

import java.io.*;
class Testfileout {

public static void main(String[] args) throws IOException {
FileWriter fichier = new FileWriter("out .t xt" );
BufferedWriter ecrbuf = new BufferedWriter (fi ch ie r) ;
PrintWriter out = new PrintWriter(ec rb uf );
out.println("c ouco u" );
out.println(5. 6) ;
System.out.pri nt ln (" fin d’ecriture dans le fichier out.txt");
out.close();

}
}

1.7.5 Compléments

Il estpossibledelire etd’écriredesdonńeesbrutes(doncnonformatt́ees)avec
les classesDataInputStream et DataOutputStream . Les fichiers,ainsi
construits,nesontpaslisiblesdirectementsousun éditeurdetexte,parexemple,
maisleur taille estplusréduite.
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La classeStringTokenizer estuneclassequi permetd’instancierunpetit
analyseurdetexte qui peut,parexemple,découperdeslignesensous-châınesde
caract̀eres,en reconnaissantun certainnombrede séparateurs(blancs,virgules,
...).

La classejava.io.File permetdefairedesmanipulationsdefichiers,si-
milairesaux commandesd’un syst̀emed’exploitation.Elle permetpar exemple,
delisterun répertoire,derenommerou supprimerunfichier, etc.

1.8 Conclusionprovisoire

Nousterminonsici cetteintroductionà Java.Descompĺementsserontdonńes
aufur et àmesuredeleurbesoin.Onaborderala partiegraphismedansle chapitre
4.



Chapitr e 2

Résolutiondeséquationsnon
lin érairesdans

)+*

Danscechapitre,onprésenteunrésuḿedecourssurquelquesméthodesclas-
siquesderésolutionnumériquedeséquationsnonlinéairesdansIR,, ����� ��-/. �10

IR 2(2.1)

La géńeralisationaux syst̀emesd’équationsnon linéairesà plusieursvariables
(
�&0

IR3 ) n’estpastraité danscevolume,(maisuneintrosductionenestdonńee
sousforme d’exercice,présent́e dansle chapitre3, voir exercice25) on pourra
consulterlesréférencesbibliographiquesenfin devolume,parexemple,[?], ... .

Soit
,54

IR
$76

IR uneapplicationcontinue,on seproposedetrouver la (ou
les)solution(s)del’ équation(2.1).Except́equelquescastrèssimples,parexemple
pour les polynômede degré inférieurou égal à trois, les méthodesanalytiques
de résolutiond’équationsne permettentpasde résoudrede tels probl̀emes.Le
recoursauxméthodesnumériques,fournissantdessolutionsapproch́ees,devient
alorsincontournable.

2.1 Localisation (ou séparation) desracines

La plupartdesméthodesnumériquessupposentquel’on connaisseun inter-
vallecontenantla racinecherch́eeetaucuneautre.Ondit alorsqu’elleestlocaliśee
ou sépaŕee,desautreśeventuellesracines.
Lesdeuxméthodeslesplusclassiquespourlocaliserouséparerlesracinessont:

1. L’ étudedesvariationsde
,

, puis l’utilisation du théor̀emede la valeurin-
termédiaire.

38



MéthodesnumériquesavecJava 39

2. La réécrituredel’ équation
, ����� �8- sousla forme

,�9 ����� � , � ����� , puisla
recherchede(s)point(s)d’intersectiondescourbesrepŕesentativesde

,:9
et

de
, � . Le probl̀emeseraplussimpleà traitersi l’une desdeuxfonctionset

l’identité. La solutioncherch́eecorrespondalorsà un point fixe de l’autre
fonction.Voir ci-dessous.

Remarque 1 : On supposera dansla suiteque
,

estcontinueet quela racine
�

estlocaliséedansun intervalleborné [a,b].

2.2 Méthodedesapproximationssuccessives

Danscetteméthode,on construità partir del’ équationà résoudre,la suite; � 3=< 9 �?> ��� 3 � .��@
choisidans ACBD.FEHGI.(2.2)

dansl’espoirqu’elle tendeversla solution
�

duprobl̀eme.La limite decettesuite
vérifie

� �J> � ��� .
Définition 1 . Soit > 4 IR

$�6
IR, un point fixe de > est un réel

�
solutionde

l’ équation
� �J> ����� .

L’ équation
, ����� �K- peuts’écrire,sousla forme

� �L> ����� . On peutchoisirpar
exemple

> ����� � , �����M�N� 2(2.3)

Ainsi, résoudre
, ����� �O- revient à trouver lespointsfixesde > ����� .

Exemple1 . Soit l’ équation, ����� � � � $P�Q$NR:SUTV����� �O-/.
elle peutsécrire, sousla forme

� �?> ����� avec
– > ����� � � � $&R�SWTV����� � � ,
– > ����� �YX �Z� R:SUTV����� � � ,
– > ����� �O[]\_^a`cbd^aeWfhgi� � .

où il fautchoisir l’ écriturepermettantla convergenceduprocessusitératif
� 3j< 9 �> ��� 3 � vers la solutioncherchée, lorsquecetteconvergenceestpossible.
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Exemple2 . Soit l’ équation, ����� � "�kmlUTV������$n��oqp#k=����� ��-/.
lesvaleurs

� �sr !#"t�vu r n’étantpasracinesde
, ����� �L- , on peutécrire cette

équation,entre autres,sousla forme: > ����� � "%wFx]TM����� � � , sur un intervalle�qy �zGWr !("��{u r:.mr !("��&�|ui�P}~� r�A qui isoleuneracineetsur lequel > ����� estdéfinie,
lesracinesde

, ����� ��- sontlespointsfixesde > ����� .
Définition 2 . Soit > 4 IR

$�6
IR, s’il existe

u�0 AC-�. } A tel que, pour tous � et �
élémentsde IR, on ait � > � � ��$ > � � � �%� u � � $ ��� , alors on dit que > estcontrac-
tante(ou estunecontraction) sur IR. Si l’in égalit́e eststricte, on dira que > est
strictementcontractante.

u
estappeĺe rapportdecontraction.

Proposition 1 . Soit > une application dérivable sur l’intervalle ACBD.FEHG , si la
dérivée > � vérifie, ��B � ^j�]� �F� �U� � > � ����� ��� u��s} , alors > eststrictementcontractante
dans A�B�.HEFG .

Le théor̀emesuivant fournit uneconditionsuffisantedeconvergencedu pro-
cessusdesapproximationssuccessives.

Théorème1 (du point fixe) . Soit > 4 IR
$�6

IR vérifiant les conditionssui-
vantes:

1.
��0 A�BD.FEHG7�V��> ������0 ACBD.FEHGI. (c’està dire >VA�BD.FEHGM�sACBD.FEHG )

2. > est une application strictementcontractantedans A�B�.HEFG , de rapport de
contraction

u
,

alorspour tout
��@�0 ACBD.FEHG la suiterécurrentedéfiniepar,; ��@�0 A�B�.HEFG� 3j< 9 �J> ��� 3 � .�� 01�

convergeversl’uniquesolution
�

de
� �J> ����� , avec

�10 ACBD.FEHG . Deplus,la formule
suivantedonneunemajorationdel’erreurcommisèa l’it ération � , lorsducalcul
de
�
, � � 3 $ � ���

u 3}�$&u � � 9 $P��@ ��2
Il est souvent délicat de déterminerun intervalle A�BD.FEHG danslequel les hy-

poth̀esesdu théor̀emedu point fixe sontvérifiées,cependanton a le résultatsui-
vant.

Proposition 2 : Si > estdérivableauvoisinaged’un pointfixe
�
, etsi � > � � �7� � ��} ,

alors il existeun voisinage � ^ de
�

tel quepour tout
��@

dans � ^ , les itérations,� 3=< 9 �v> ��� 3 � , convergentvers
�
.
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Proposition 3 : Soit
�

unesolutiondel’ équation
� �J> ����� , si > � estcontinueau

voisinagede
�

et si � > � � �7� �/� } , alors pour touteconditioninitiale
��@ . ��@��� � , la

suitedéfiniepar
��@

et
� 3=< 9 �?> ��� 3 � neconvergepasvers

� 2
——————————-

——————————-
——————————-

ICIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII fin correctionsfaitesle dim 11 nov 01 IIIIIIIIIIIIIIIIIIIci

Mettreici la remarqueecritedansl’exo 5 vieille p :57

Remarque: Attention...

————————-
——————————-
——————————-

Résuḿeet Inter pr étation graphique :

Onestime> � � ��� ,
1. si � > � � ��� ��� } , (figure 1), la suitene converge pasvers

�
, c’est un point

répulsif, les itéŕes successifsde la condition initiale
��@

(ou ceux de
� � @

)
s’éloignetde

�
, on éliminealorsla méthode.

2. si � > � � �7� � � } , (figures2 et 3), la méthodeconverge,
�

est un point at-
tractif, les itéŕessuccessifsde la condition initiale

��@
(ou ceuxde

� � @
) se

rapprochentdeplusenplusde
�
, (il fautalorsdéterminerun intervalle A�B�.HEFG

contenant
�
, danslequel ��B � ^j�(� �F� �U� � > � ����� � ��} et > � ACBD.FEHG � � A�B�.HEFG ), deux

casseprésentent:

(a) -��¡> � � ���i�¢} , (figure2),
si
��@ � � la suite

��� 3 � estcroissante,elle estdécroissantesinon(cas
où la conditioninitiale est

� � @
). Danslesdeuxcas,elle tendvers

�
.

(b)
$£}¤� > � � ��� �J- , (figure3),
la suite

��� 3 � est alterńee, deux itéŕes successifsde
��@

donnentun
encadrementde

�
et la suiteconvergevers

�
.
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x− x−x−x

f(x)f(x)

y=
x

x

f(x) y=
x

x

y=
x

x o x o’ x o’x o x o

Figure 1. Figure 2. Figure 3.

(c) si � > � � �7� ��� } , c’estun casplusdélicatcar la méthodepeutconverger
(figure4) ou non(figure5) :

x−

f(x)

y=
x

xx−

f(x)

y=
x

x

Figure 4. Figure 5.

Dansla figure4, les itéŕessuccessifsde
��@

convergentvers
�

si
��@ ��

, et divergent dansle cascontraire.Dansle casde la figure 5, ils
diveegentquelquesoit la positionde

��@
.

2.3 Ordr ed’une méthode

Uneméthodeitérative pouvantconvergerplusou moinsrapidement(voir les
figures6 et 7), il existedesnotionsqui mesurentcetterapidit́edeconvergence,et
mesurentdoncla diminutiondel’erreur [ 3 � � 3 $ � d’uneitérationà la suivante.

Définition 3 : La méthodedéfiniepar
��@

et
� 3=< 9 �5> ��� 3 � estdite d’ordre p si¥ ¦|§H¨#©ª¥¥ ¦ § ¥ « a unelimite réellestrictementpositivelorsquen tendvers

�¤¬
. Ondit alors

quela méthodeà un tauxdeconvergenceégalà ­ .
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x- x

f(x)

y=
x

x- x

f(x)

y=
x

Figure 6. Figure 7.

Théorème2 : Si la suite
��� 3 � converge vers

�
et si > estsuffisammentdérivable

au voisinagede
�

alors l’ordredela suite
��� 3 � estle pluspetit entier ­ tel que:> � � �7� �s®=®=®d�v> \ ¯jb 9 e � �7� ��- et > \ ¯ae � �7�t���- . Depluson aSUlU°

3=±�<D²
[ 3=< 9[ 3 ¯ �

}
­M³ >D\ ¯ae � ���

où [ 3 � � 3 $ � .
Cethéor̀emedonneuneestimationdel’erreur [ 3 à la � ¦I´µ¦ itération.

Remarque 2 : Uneméthodeestdite linéaire lorsqu’elleestd’ordre1, on a alors> � � ���¶��O- . Elle estditequadratiquesi elle estd’ordre2.

Remarque 3 : Pour uneméthoded’ordrep, lorsqu’onpassed’un itéré à l’autre,
le nombredechiffresdécimauxexactsestenvironmultiplié par p.

Testsd’arr êt desit érations.
Si le processusitératif converge, la solution

�
, étantla limite dela suite,nepeut

être atteintequ’au bout d’un nombreinfini d’it érations.Par conśequentl’algo-
rithme seraarr̂et́e en utilisant l’un destestssuivants,où · désignela précisionà
laquelleonsouhaiteobtenirla solution,

(i) � � 3 $P� 3 b 9 �d�¡·
(ii)
¥ ^ § bd^ §¹¸(©+¥¥ ^ § ¥ �¡·

(iii) � > ��� 3 � �¡·�� , c’està dire > ��� 3 � estpresquenulle.

Le processusseraconsid́eŕe commenon convergent,vers la solutioncherch́ee,
si la précision · souhait́ee n’est pasatteinteau dela d’un nombre‘raisonable’
d’it érations,º ´ �+^ , fixé à l’avance.

Remarque 4 En pratique, lorsque on cherche la racine
�

à
} - b ´ près, les

itérationsseront arrêt́eeslorsquedeuxitéréssuccessifs
� ¯ et

� ¯ < 9 présententles
mêmesdécimales,dela premìere à la � ¦I´µ¦ .
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2.4 Exemplesdeméthodesit ératives

2.4.1 Méthodede Lagrange(ou de la corde)

Soit à résoudrel’ équation
, ����� �»- , où l’application

,
estcontinue,stric-

tementmonotonesur A�BD.FEHG telle que
, � B � , � E �£� - , et soit

�
la racinecherch́ee,

situéedans A�B�.HEFG . Danscetteméthodeonremplacele graphede
,

restreint̀a A�B�.HEFG
parle segmentdedroitejoignantlespoints � � BD. , � B �m� et 
 � E=. , � E �c� , (c’estadire
quel’on interpoleF parun polynomededegré 1) ; cesegmentcoupel’axe ¼ � en
un point d’abscisse

� 9
. Soit ½ 9 le point de coordonńees

��� 9 . , ��� 9 �m� , on reitère
alorsle mêmeproćed́e qu’auparavantenjoignant ½ 9 et l’extremité fixe, � ou 
 .
L’extremité fixeestcelletelle que

, ����� , � � ����� �¡- . Voir la figure8 ci-dessous.

x

f(x)

x
x1 x2xo

¾¿

ÀÁ ÂÃÄÅ ÆÇ
b

A

B

Figure 8.

En écrivant l’ équationde la corde
� �t
 � on obtient la méthodede Lagrange

ci-dessous.

1. si l’extremité � estfixe, cetteméthodes’écrit
� 3=< 9 �È> ��� 3 � et

��@
donńe,

où : ; ��@ �OE� 3j< 9 � � 3 $ , ��� 3 � ^ § b��É \Ê^ § e�b É \Ê�ce �v> ��� 3 � 2
C’est unesuitedécroissanteet borńee,doncconvergente,( B � �J� 2Ë2W2 �� 3 � 2Ë2W2 �Ì� 9 � ��@ ).

2. si l’extremité 
 estfixe,elles’écrit :; ��@ ��B� 3j< 9 � � 3 $ , ��� 3 � �|bd^ §É \���eÍb É \_^ § e �?> ��� 3 � 2
C’estunesuitecroissanteet borńee,doncconvergente(

��@¤�O� 9 2Ë2W2 �O� 3 �2W2Ë2Ë2 � ��� E ).
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——————–
FIGUREsq9 a,b , c ,d
———————

Exemple3
, ����� � � g ���Î$O} �Y- sur A 9� . } G , on a

, � 9� � � $ -/2 RÐÏ#Ñ et
, �+}=� �}

donc
�Ò0 A 9� . } G . D’autre part

, � � ����� �Ó- sur A 9� . } G , ainsi
, �ª}~� , � � �ª}~� �Ô- ,

c’est donc l’extremit́e 
 �ª} . , �+}~�c� qui sera fixe, figure 9(c). Par conśequent,en
commencantle processuspar

��@ � } , on trouveaisément:
� 9 �»-�2ÊÕ(Ö/2W2Ë2W. � � �-/2ÊÕ Ï , ... etc..., ainsi,

� �?-/2_Õ Ï à
} - b � près.

2.4.2 Méthodede Newton

L’id éeconsistecettefois ci à remplacerl’arc de courbe
� �t
 � par la droite

tangentèa la courbeauxpointsA ou B, l’intersectiondecettedernìereavecl’axe¼ � déterminele second́elément
� 9

de la suitecherch́ee.On reitèreenpassantla
tangentèa la courbeaupointd’abscisse

� 9
. etc...

x

f(x)

xox1x2

x ×Ø ÙÚ
Figure 10.

D’une manìere géńeraleles itérationsde Newton pour résoudre
, ����� ��-

sont: Û � 3=< 9 � � 3 $ É \_^ § eÉÝÜ \Ê^ § e , n=0,1,2...��@
donńeedans ACBD.FEHG

Cetteméthodeestbiendéfiniepour
� 3 ‘voisin’ de

�
àconditionque

, � ��� 3 �t��- .
Déterminerun intervalle A�B�.HEFG sur lequelil y’a convergencedeNewton n’estpas
toujoursfacile,maisle théor̀emesuivantdonneuneconditionsuffisante.
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Théorème3 (convergenceglobalede la méthodedeNewton) Si Þ ßáàãâåä�æ�çHèFé
vérifie :

1. ÞQêëæ�ìcÞíêIèaìiî¡ï ,
2. ð�ñòß&ä�æDçFèHé%Þ¶ó�ê�ñ�ì¶ôõ ï (strictemonotonniede Þ ),

3. ð�ñòß&ä�æDçFèHé%Þ¶ó ó�ê�ñ�ì¶ôõ ï (concavit́ede Þ dansle mêmesens),

Alorsenchoisissantñ�ö�ß&äCæDçFèHé tel que ÞQê�ñ�öaìcÞ¶ó ó�ê�ñ�öaì�÷vï , lesitérationsdeNewton
convergentvers l’uniquesolution ñ de Þíê�ñ�ì õ ï dans[a,b].

Théorème4 : Si ñ est un zéro simple, la méthodede Newton est au moins
quadratique.

(D’uneitérationàla suivante,le nombredechiffresdécimauxexactsdela solution
cherch́eeestmultiplié environ par deux,donc ñDø=ù�ú présenteradeuxfois plus de
décimalesexactesque ñDø ).
Exemple4 ÞQê�ñ�ì õ ñ�û%üÌñQývþ õ ï sur ä úâ çqþqé , on a Þíê úâ ì õ ý�ï/ÿ������ et ÞQêªþ~ì õ þ
donc ñ�ß&ä úâ çjþqé .exple... A FINNNNNNNNNNNIIIIIIIIIR

Par conśequent,encommencantle processuspar ñ�ö õ þ , ontrouveaisément:ñVú õ ï�ÿ��	�/ÿWÿËÿWçcñ â õ ï�ÿ���� , ... etc..., ainsi, ñ õ ï/ÿ���� à þ=ï�
 â près.

2.5 Accéleration de la convergence

Uneméthodeitérativepeutêtreacćeleŕeeentransformantla suite ê�ñDø#ì enune
suite ê
�åø(ì convergeantplus rapidement,versla mêmelimite, ou entransformantÞ de façon à obteniruneméthoded’ordre plus élevé. Voici quelquesméthodes
simplesd’acćelerationdela convergence.

2.5.1 Méthoded’Aitk en,ou Procédé ��� d’Aitk en

Soit ê�ñDøÐì unesuitequi tendvers ñ , le proćed́ed’Aitk enconsistèa transformerê�ñDødì en ê
�åø(ì où, �åø õ ñDø]ñDø=ù â ýPñ â ø=ù�úñDøjù â ý��~ñDø=ù�úVü&ñDø � õ ï/çjþ#ç��������
On démontreque la suite ê
�åøÐì converge plus rapidementque la suite ê�ñDøÐì vers
la mêmelimite ñ . Mais il estconseilĺe d’eviter cetteformulationde ê
�]ø(ì qui est
numériquementinstable,et de l’ écriresousla forme équivalentesuivante,mais
plusstable: �]ø õ ñDø=ù�úVü þú������� 
 ������� ý ú������� 
 � � � õ ï/çjþ(ç��������
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2.5.2 Méthode de Steffensen, exemple de composition de
méthodes

Lorsqu’ondisposededeuxméthodespourrésoudrela mêmeéquation,onpeut
lescomposerpourobteniruneméthodeplusrapide.
La méthodedeSteffensencomposeuneméthodeitérative ñDø=ù�ú õ � ê�ñDøÐì avec le
proćed́e ! â d’Aitk en: d’où lesitérationssuivantes:

ñDø=ù�ú õ ñDø � ê � ê�ñDø(ìmì%ý � â ê�ñDødì� ê � ê�ñDø(ìcì%ý"� � ê�ñDø#ìMü&ñDø � õ ï�çjþ#ç��������
De même,cetteécrituren’estpasnumériquementstable,d’où la formulationsui-
vante,plusstable:# ö õ ñDø/ç # ú õ$� ê # öFìaç # â õ%� ê # úcìaçmñDøjù�ú õ # úMü þú&'� 
 &�� ý ú&�� 
 &)( � õ ï/çjþ#ç*�+�����
2.5.3 Méthodede Regula-Falsi

Dansla méthodede Newton, le calcul de Þ ó ê�ñDødì peuts’averer trèscoûteux
entempsdecalcul,trèscomplexeoumêmeimpossible,on remplaceraalorscette
derivéeparsonapproximation

Þ ó ê�ñDø#ì õ Þíê�ñDø#ì%ý&ÞQê�ñDø 
 úcìñDøtýPñDø 
 ú
d’où la méthodedeRegula-Falsi :,-/. ñ�ö et ñVú donńes,

ñDøjù�ú õ ñDø(Þíê�ñDø 
 ú+ì%ýPñDø 
 úcÞíê�ñDø#ìÞíê�ñDø 
 ú%ý&Þíê�ñDø#ì � õ þ#ç��������
On démontreque cetteméthodeest d’ordre úIù10 2â õ þ#ÿ��/þ�3/ÿËÿËÿ , donc inférieur à
celui de la méthodede Newton; cependantRegula-Falsi peut s’avérer plus ra-
pidequeNewtonpuisquen’exigeantqu’uneseuleévaluationdefonction(celledeÞQê�ñDøÐì ), Þíê�ñDø 
 úcì ayantét́e calcuĺe lors de l’it érationpréćedente,alorsqueNew-
ton enexigedeux, ÞQê�ñDøÐì et Þ¶ó�ê�ñDøÐì .
Ainsi, avec deuxévaluationsde fonctions,on effectueune itérationde Newton
et on multiplie environ par deuxle nombrede décimalesexactes(puisquecette
méthodeestquadratique,théor̀eme4); désignonspar 4 le tempsnécessairepour
cette itération.Dans la méthodede Regula-Falsi, durant le mêmetemps 4 , on
effectueapproximativementdeuxitérations(puisqu’uneseuleévaluationdefonc-
tions estfaite par itération),et on multiplie ainsi à chaqueitération,environ parê úIù10 2â ì â65 ��ÿ���� , le nombrededécimalesexactes,cequi estmeilleuret explique
la rapidit́edeRegula-Falsi parrapportàNewton.



MéthodesnumériquesavecJava 48

2.6 Enoncésdesexercicescorrig és

Exercice1 :
Parmi lesfonctionssuivanteslesquellessontcontractantesetsurquelintervallesi
celui-ci n’estpasindiqué :

(a) � ê�ñ�ì õ �tý ú798;:�< �]ñ , ï>=¡ñ?= âA@û ;

(b) � ê�ñ�ì õ ��ü úâCB ñ B , ý¤þD=¡ñ?=8þ ;
(c) � ê�ñ�ì õ �¶ý úâ <�EGF �åñ
(d) � ê�ñ�ì õIH ñ�üJ� .

Exercice2 :
Voir si chacunedesfonctionssuivantesadmetzero,un ou plusieurspointsfixes,
puisdonnerpourchacunun intervalledeseparation:� ê�ñ�ì õ ú0 � ç � ê�ñ�ì õLK 
 � ç � ê�ñ�ì õ ñZü�ê�ñ'ý��#ìªûjç � ê�ñ�ì õ ê�ñQý��#ì â ü&ñ'ýNMPO@
Exercice3 :
Montrerquel’ équationñ õRQ ýTS <�EUF ê�ñ�ì admetuneuniqueracinedansl’int érvalleä Q ýWV:ç Q ü"V7é ; Q ß IR, et B S B =8þ .
Exercice4 :
Déterminerà l’aide de la méthodedu point fixe lesdeuxracinesréellesde ñ�â�ýþ=ï#ï]ñ üsþ õ ï avec uneerreur K = þ=ï 
�û . Utiliser pour l’une de cesracinesla
méthodeitérative ñ õNX ê�ñ�ì õ � � ù�úúëö ö , et pourl’autre ñ õY� ê�ñ�ì õ þ=ï(ïtý ú� .
Exercice5 :
Soit la fonction Þíê�ñ�ì õ �åñ û ýPñ'ý�� , on seproposedetrouver lesracinesréelles
deF parla méthodedesapproximationssuccessives.
MontrerqueF poss̀edeuneseuleracineréelle Zñ�ß&ä þ�[��~é .
Etudierla convergencedestrois méthodesitérativessuivantes: ñ�öãßvä þ�[��åé donńe
et

( \ ) ñDø=ù�ú õ �åñ�ûø ý�� ;
( ] ) ñDø=ù�ú õ ââ � �� 
 ú ;
( ^ ) ñDø=ù�ú õ _` þ�ü � �â .

Si l’une decesméthodesconvergel’utiliser pourdéterminerZñ à þ=ï�
�û près.

Exercice6 :
Soit l’ équationñ õYa F ê+þ ü&ñ�ì üÌï/ÿb� dansIR

ù
.

Montrerquela méthodeitérative définiepar � ê�ñ�ì õca F ê+þ ü&ñ�ìµü¡ï/ÿb� estconver-
gente(vérifier les hypoth̀esesdu théor̀emedu point fixe). Choisir ñ�ö , condition
initiale de l’it ération,dansl’intervalle deconvergencepuis trouver Zñ limite dela
suite.Donnerl’ordre dela méthode.
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Exercice7 :
On veutrésoudredansIRù l’ équationñ õY� ê�ñ�ì où, � ê�ñ�ì õ ý a F ñ ,
a) 1) Montrerqu’elleadmetuneseuleracine Zñ , montrerque Zñ�ßed õ ä�ïf[jþqé .

2) Montrerquela méthodeitérative : ñDø=ù�ú õ$� ê�ñDø#ì diverge.
3) on consid̀erealors � 
 ú ê�ñ�ì õg� 
 úih � ê�ñ�ì õ ñ , (remarquerque � 
 ú existe),

montrerquela méthodeitérative : ñDø=ù�ú õ$� 
 ú ê�ñ�ì converge.
EnposantK ø õ ñDø�ýLZñ montrerque K ø=ù�ú estdesigneoppośe à K ø , qu’enconclut-
on?
Donnerle bontestd’arrêt desitérationspouravoir Zñ à S õ þ=ïj
 7 près,puisdonner
cetteracineapproch́ee.
b) Retrouver Zñ à l’aide dela méthodedeNewton.

RemarquerqueNewtonestd’ordre2.

Exercice8 :
On appliquela méthodedeNewton aucalculdela racinecarŕeed’un réelpositif\ .
MontrerquelesitérationsñDøjù�ú õ úâ ê�ñDø ülk� � ì � õ ï/çjþ#ç*�+����� permettentd’abou-
tir.
On poseK ø õ � � 
 0 k0 k , � õ ï/çjþ(çjÿjÿjÿ . Montrerque K ø=ù�ú õ M ��â�m úIù M �;n , � õ ï�çjþ#çjÿjÿqÿ .On applique la méthode de Regula-Falsi au même probl̀eme, expliciter les
itérationsobtenues.
Donnerl’expressionde K øjù�ú enfonctionde K ø et K ø 
 ú . En deduirequel’ordre p
deRegula-Falsi verifie þ¤îpo î$� .
Exercice9 :

1. Démontrerquesi X estunefonctioncontinuedérivabled’un intervalle d de
IR danslui mêmededérivéenégative et borńeesur I, alorson peutmettre
l’ équation ñ õ X ê�ñ�ì sousla forme ñ õ � ê�ñ�ì , où � est une application
contractantede d .

2. Utiliser la questionpréćedentepourtrouver la racine Zñ de ñ�â�ýq� õ ï dansä þ(ç��åé avecuneerreur =8þ=ï 
 2 ; prendreX ê�ñ�ì õ â� .
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2.7 Enoncésdesexercicesnon corrig és

Exercice10 :
Dét́erminerenutilisant la méthodedeLagrangela racinede ñ del’ équationñ�ýr*s F ñ õ ï sachantque ñ1ß&ä V:ç*��V9t	�åé
Exercice11 :
Dét́erminerenutilisantsimultańementlesméthodedeNewton et deLagrangela
racineñ situéedans[0,1], avecuneerreur =áþ=ï�
 2 de ñiý K 
 â � õ ï , �åñ�ý K 
�û � õ ï ,
puisde ñ û ýu�(ñZüJ� õ ï .
Retrouvercesracinesgrâceà la méthodedesapproximationssuccessives.

Exercice12 :
On cherchelesracinesréellesdel’ équationñ�â õYa F ê+þ ü&ñ�ì .

1. Montrerquela fonction Þíê�ñ�ì õ ñ�âiý a F êªþiü ñ�ì admetdeuxracines,l’une
évidentequ’on donnera,et l’autre quel’on note ñ (quel’on veutapprocher
dansla suite).

2. Localiserñ dansun intervalledelongueur1/4.

3. Ecrirela méthodedeNewton relativea Þ . Donnerunchoix dela condition
initiale desitérationsdeNewton ñ�ö qui assurela convergenceduprocessus.

4. Soientlesméthodesd’approximationssuccesivessuivantes:
(a) ñDø=ù�ú õ ` a F êªþ ü&ñDø#ì et (b) ñDøjù�ú õLK � �� ý¡þ
Pŕecisersi ellesconvergentou divergent.En casde convergenceindiquer
un choixdela conditioninitiale ñ�ö .

Exercice13 :
Soit Þíê�ñ�ì õYK � üq�åñ'ýu� , localisergraphiquementla racine Zñ de Þíê�ñ�ì õ ï .
Endonneruneapproximationavecuneerreurinférieureà þ=ï�
 2 enutilisantsimul-
tańementla méthodedeNewtonet dela corde.

Exercice14 :
On cherchelesracinesréellesdel’ équationK 
 � õ ñ â . On pose

ÞQê�ñ�ì õNK 
 � ýnñ â
1. Montrerquel’ équationÞíê�ñ�ì õ ï admetuneuniqueracinesurIR, quel’on

noterav ñ . Localiserv ñ entredeuxentiersconśecutifs; soit d l’intervalle ob-
tenu.

2. Soit la méthoded’approximationsuccessivesuivante:

ñDø=ù�ú õ ñDøãý K 
 � � üNñ âø ç ñ�ö�ßed�ÿ
Cettesuiteconverget-elle versv ñ , pourquoi?
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3. Soit la méthoded’approximationsuccessivesuivante:

ñDø=ù�ú õLK 
 � �;w â ç ñ�özßed�ÿ
Cettesuiteconverget-elle versv ñ , pourquoi?.

4. Ecrirela méthodedeNewtonpour Þ . Donnerunevaleurexplicite de ñ�ö qui
assurela convergencede la méthodedeNewton (si cetteconveregenceest
possible),justifier.

5. Si l’une destrois méthodespropośeesci-dessusconverge, l’utiliser pour
donneruneapproximationdev ñ à þ=ï�
 â près.

Exercice15 :
Onveutrésoudrel’ équationnonlináiredansIR, (1) : ÞQê�ñ�ì õNK � ê�ñ�ý þ=ì~ý¶ñ õ ï

1. Par la méthodedu point fixe :

(a) Montrerpar uneétudeanalytique,puis par uneétudegraphique,que
l’ équation(1) admetdeuxracinesZñVú et Zñ â quel’on localiserachacune
dansun intervalledelongueur1.

(b) Proposerunemt́hodeitétrativeutilisantle pointfixe: ñ õ$� ê�ñ�ì , la plus
simplepossiblepourl’ équation(1) (éviterla fonctionlog).

(c) En utilsant le théor̀emedu point fixe, et la méthodeitérative ñDøjù�ú õ� ê�ñDø(ì ci-dessusavec ñ�ö donńe, montrerque l’une desdeux racines
(not́ee ZñVú ) estattractive, l’autre répulsive.

(d) Montrerquedeuxitéŕessuccessifsdela suitedonnentunencadrement
dela racine ZñVú .

(e) donnerenfonctionde x õzy æ#ñ B � ó ê�ñ�ì B , et de K ö (oùK ø õ ñDø¤ýzZñVú ), le
nombred’it érations{ assurantla précision: B ñ}|NýzZñVú B îsþ=ïj
�~#ç�o ßd { .

(f) montrerque l’ordre de cetteméthodeest plus petit ou égal à 1. Le
vérifiernumériquement̀a la questionci dessous.

(g) Donneralorscetteracineà þ=ïj
 â près.

2. Par la méthodedeNewton.

(a) Ecrirela méthodedeNewton relativeà l’ équation(1).

(b) Vérifier quecetteméthodeconverge vers la racine ZñVú et donnerune
valeurexplicitedelaconditioninitiale ñ�ö qui assurecetteconvergence.

(c) Donneralorscetteracinèa þ=ïj
 â prés.

Exercice16 :
Soit Þ la fonctiondéfiniepar ÞQê�ñ�ì õ 8;:�< ñíýPñ K � õ ï , ïT=¡ñ?=RV9t�� .
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1. Montrerquel’ équationÞíê�ñ�ì õ ï admetuneuniqueracine Zñ dansl’inter-
valle äCï/ç�V9t��åé .

2. Soit la méthodeitérativesuivante:� ñDø=ù�ú õ 8;:	< ê�ñDø#ì K 
 � � õ$� ê�ñDø(ìñ�ö choisi.

(a) Montrer qu’en choisissantun intervalle ä�æDçFèHé�� äCï�ç�V9t��åé , cette
méthodepeutconvergervers Zñ .

(b) Montrerque B ñDø¶ýIZñ B =Yx ø B ñ�ö�ý�Zñ B , on explicitera x .
(c) Montrerque Zñ�ß&ä�ï/ÿ��j��[*�åé . Déterminerx danscecas.

(d) Donnerle nombred’it érations{ assurantl’in égalit́e: B ñ}|ãý�Zñ B î�þjï 
 7.

3. Ecrirela méthodedeNewtonpour Þ . Donnerunevaleurexplicite de ñ�ö qui
assurela convergencedela méthodedeNewtonvers Zñ .

Exercice17 :
Soit la fonction Þíê�ñ�ì õ ñ 7 ýp�åñ�û ü þ , onseproposedetrouver lesracinesréelles
de Þ par la méthodedesapproximationssuccessives(méthodedu point fixe que
l’on appliqueracorrectement),puisparla méthodedeNewton.

1. (a) Montrer que Þ poss̀ededeux racinesréelles,une évidenteque l’on
donnera,l’autre Zñ quel’on localiseradansun intervalle d delongueurþ�t�� .

(b) Etudierla convergence,vers Zñ , destroisméthodesitérativessuivantes:ñ�ö�ß?d donńeet :

(i) ñDøjù�ú õ ñ 7ø ý"�åñ�ûø ü&ñDø�ü?þ ,

(ii) ñDøjù�ú õ 
 úm � � 
 â n �G� _ ,

(iii) ñDøjù�ú õ �¶ý ú� _� ,

(c) Si l’une decesméthodesconvergel’utiliser pourdéterminer Zñ à þjï�
 â
près.

2. (a) Ecrirela méthodedeNewtonpour Þ .

(b) Vérifier le théor̀emedeconvergenceglobaledecetteméthodesurun
intervallequevousdonnerez.

(c) Donnerune valeur explicite de ñ�ö qui assurela convergencede la
méthodedeNewtonvers Zñ .
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(d) Détermineralors Zñ à þjï 
 â près.

Exercice18 :
On veutrésoudrel’ équationnonlinéairedansIR, : ÞQê�ñ�ì õ ï , où Þ estuneap-
plicationdeuxfois continûmentdérivabledeIR dansIR, on proposelesitérations
donńeespar ñDø=ù�ú õY� ê�ñDø(ì et ñ�ö donńedansIR ( � õ ï�çjþ������ ), où

ê��(ì � ê�ñ�ì õ ñ'ý ÞQê�ñ�ìcÞ¶ó�ê�ñ�ìêëÞ ó ê�ñ�ìmì â ý úâ Þíê�ñ�ì+Þ ó ó ê�ñ�ì
1. Montrerquel’ordre deconvergencedecetteméthodeestaumoinségalà2.

2. Quel est le sch́emaitératif résultantde êA�(ì pour calculer _H \ à partir deÞQê�ñ�ì õ ñ�û�ý"\ , ( \Pß IR).

3. Partantde ñ�ö õ þ , donneralors _H � à þ=ïj
�û près.

Remarque: Onrappellequ’uneméthodeñDø=ù�ú õ$� ê�ñDø#ì estd’ordre o si � ê)Zñ�ì õ� ó ê)Zñ�ì õ ����� õY� m ~�
 ú n ê)Zñ�ì õ ï et � m ~ n ê)Zñ�ìãôõ ï ( Zñ étantla racinecherch́ee).
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2.8 Corrig ésdesexercices

Exercice1

(a) � ê�ñ�ì õ þ�ý ú2 <�EUF ê��(ñ�ìaçcñ�ß IR.
Montronsque � estcontractantesurIR, on a :� ó ê�ñ�ì õ ý � � 8':�< ê
�]ñ�ì et B � ó ê�ñ�ì B = � � ç
donc,d’apr̀esla proposition1, � estcontractantederapportdecontraction
inférieurou égalà

7 2 .
(b) � ê�ñ�ì õ ��ü úâ B ñ B çmñ1ßNä ý¤þ#çjþqé .Soientñ ç��'ß&ä ý£þ(çjþqé , montronsque B � ê�ñ�ì%ý � ê��Ýì B = úâ�B ñ'ý�� B . Ona

B � ê�ñ�ì%ý � ê
�/ì B õ ���� ��ü þ� B ñ B ýu�¶ý þ� B � B ����õ þ� �� B ñ B ý B � B ��= þ� B ñ'ýW� B ÿ
Eneffet, d’unemanìeregéńerale,onpeutmontrerque �� B ñ B ý B � B �� = �� ñ�ý�� �� :Supposonsque B ñ Bj� B � B alors�� B ñ B ý B � B �� õ B ñíýu�¶ü"� B ý B � B= B ñíýu� B ü B � B ý B � Bd’apr̀esl’in égalit́e triangulaire= B ñíýu� B ÿ
On fait demêmesi B ñ B = B � B , d’où le résultat �� B ñ B ý B � B �� = B ñíýu� B .Ainsi, B � ê�ñ�ìµý � ê
�/ì B = úâCB ñíýu� B et le rapportdecontractionest x õ úâ ÿ(c) � ê�ñ�ì õ ú� çmñ ß&ä���ç��]é .
On a : � ó ê�ñ�ì õ ý þñ â et ��î�ñ â î%��� þ� = ���� ý þñ â ���� = þ�
donc, ð�ñ�ß&ä���ç*�åé|ç B � ó�ê�ñ�ì B = ú7 .Ainsi, � estcontractantederapport x�= ú7 .

(d) � ê�ñ�ì õ H ñ�üJ� .� estdéfiniesur ä ý���ç¹ü��8ä maisn’y estpaslipschitzienne.
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En effet, � est lipschitziennesur d s’il existe uneconstanteréelle � ÷Òï ,
telle que ð�ê�ñ ç��/ì�ßeddâ , B � ê�ñ�ì ý � ê��Ýì B =$� B ñQýW� B , c’està dire quele rapport���� � ê�ñ�ì%ý � ê
�/ìñQýu� ���� , pour ñNôõ � , estborńe.

Posons� õ ý�� . Cerapportvaut���� � ê�ñ�ìµý � ê+ý��#ìñ�üq� ���� õ H ñZüJ�ñ�üJ� õ þH ñ�üJ� 
�
�
�
��� ��
 â üq�
donc non bornablesur tout intervalle contenantý�� ; ainsi � ne peut être
lipschitziennesur ä ý���ç¹ü��8ä .
En fait, on montreque � estlipschitziennesurtout intervalle ä�æDç¹ü��8ä avecæQ÷¢ý�� . Surcetintervalle, � ó ê�ñ�ì õ þ� H ñZüJ� = þ� H ætüJ� . Ainsi, grâceà la

proposition1, � estlipschitziennedeconstante�J= þ� H ætüq� .
En outre, � estcontractantesi � î þ , doncsi

þ� H æzüJ� î þ , c’est à dire

pour æQ÷ ý��� .

En conclusion,� estcontractantesur é ý��� ç¹ü��8ä .
Exercice2

(a) Pointsfixesde � ê�ñ�ì õ þH ñ . Rappelonsqu’un point fixe de � estun point

d’abscisseZñ vérifiant � ê�ñ�ì õ ñ . Par abusdelangage,et danstouslesexer-
cicesqui suivent,on dira que ñ estle point fixe de � (au lieu de l’abscisse
du point fixede � ).
Ici � estdéfiniesur   ù1¡ et ona� ê�ñ�ì õ ñ ¢ ñ H ñ õ þ ¢�ñ õ þ#ÿ
ñ õ þ estclairementla seulesolutionsur £ ù1¡ decetteéquationet estpar
conśequentle seulpointfixede � .
Démontronsle autrement:� ê�ñ�ì õ ñ ¢ þH ñ ýPñ õ ï ¢ ñ H ñQý¡þ õ ï et ñ�÷¡ï�ÿ
PosonsÞQê�ñ�ì õ ñ H ñ�ý8þ ; Þ estcontinuesur IRù et dérivablesur IRù¡ etÞãó�ê�ñ�ì õ ûâ H ñ ÷�ï , donc Þ eststrictementcroissantesur £ ù¡ . D’autrepart,ÞQêëï/ÿWþ=ì�îvï et ÞQê¤�#ì � ï , donc ÞíêIï/ÿËþ~ì+ÞQê¤�#ì�îvï . Ainsi, d’apr̀esle théor̀eme
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de la valeur intermédiaire,il existe un et un seul réel ¥{ß äCï/ÿËþ#ç��~é tel queÞQê
¥qì õ ï ; celui-ci estdoncle seulpoint fixe de � sur ä�ï/ÿËþ#ç��åé . Le lecteur
pourraaiśementdémontrerquecelarestevrai surtout £ ù1¡ .

(b) Pointsfixesde � ê�ñ�ì õYK 
 � .
PosonsÞíê�ñ�ì õ¦K 
 � ýJñ . Þ estcontinueet dérivablesur IR, et Þãó�ê�ñ�ì õý K 
 � ý�þLîvï , donc Þ eststrictementdécroissante.D’autrepart, ÞíêIïÐì õ þ
et Þíê+þ=ì õ úM ýYþJî�ï . D’après le théor̀emede la valeur intermédiaire,
il existe un et un seul réel ¥ ßÈä�ï/çjþ é tel que ÞQê
¥qì õ ï . Ce réel estdonc
l’unique point fixe de � sur ä�ï/çjþqé . De même,on peutaiśementdémontrer
quecelarestevrai surtout IR.

(c) Pointsfixesde � ê�ñ�ì õ ñ�üOê�ñQý"�#ì+û .� ê�ñ�ì õ ñ ¢ ê�ñíý��#ì û õ ï ¢ ñ õ ��ÿ
Donc2 estl’uniquepointfixede � surIR; cepointfixeestdit triple àcause
dela puissance� du terme ê�ñQý"�#ì .

(d) Pointsfixesde � ê�ñ�ì õ ê�ñQý"�#ì â üÌñíý K �V .� ê�ñ�ì õ ñ ¢ ê�ñíý��#ì â õ K �V ÿ
Appliquonsle théor̀emedela valeurintermédiaireà

Þíê�ñ�ì õ ê�ñ'ýu�#ì â ý K �V
. Þ estcontinueet dérivablesur   .

Þ ó ê�ñ�ì õ �Ýê�ñíý��#ì%ý K �V ÿ
Montronsque ð�ñ�ß IR çFÞ¶ó�ê�ñ�ì�î¡ï .
Pourcela,on étudiele signede Þ¶ó ó , on a :

Þ ó ó ê�ñ�ì õ �¶ý K �V ÷¡ï ¢ K � îR��V ¢ ñ1î a F êP��V ìaç
Enconśequence,Þãó eststrictementcroissantesur é+ýD��ç a F êP��V ì ä , strictement
croissantesur é a F ê¤��V:ç��vì ä et Þ ó ê a F ê¤��V ìcì îLï . Ainsi, ð�ñ¡ß IR çFÞ ó ê�ñ�ì îLï ,
donc Þ eststrictementdécroissante.
D’aprèsle théor̀emede la valeurintermédiaire,il existeun et un seulréel¥tß&ä/§£ç a F êP��V ìqä tel que Þíê¤¥ ì õ ï . Cedernierestl’uniquepointfixede � .
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Exercice3

ñ õ%Q ý�¨ <�EUF ê�ñ�ì , Q ß?£�ç B ¨ B =8þ .Montronsqu’il existeununiqueréel Zñ1ß&ä Q ý©V:ç Q üeVVé solutiondel’ équation

Þíê�ñ�ì õ ñQý Q üu¨ <�EUF ñ õ ï/ÿ
On a Þ ó ê�ñ�ì õ þ�ýW¨ 8;:�< ñ � ï , carB ¨ B =8þ#ç
ainsi Þ estmonotone.Or,

ÞQê Q ýWV ì õ ýªV'ü"¨ <�EGF ê Q ýWV ì�î¡ïÞíê Q ü"V ì õ VQü"¨ <�EUF ê Q ý�V ìi÷¡ï
donc, ÞQê Q ýuV ì+ÞQê Q ü�V ì�î?ï , et d’apr̀esle théor̀emedela valeurintermédiaire,
il existeununiqueréel Zñ1ßÌä Q ýWV:ç Q üuVVé tel que Þíê)Zñ õ ïÐì .
exercice4

Soit l’ équationÞíê�ñ�ì õ ñ â ývþ=ï(ï]ñ�üJþ õ ï .
a)Posons� ú ê�ñ�ì õ ñ â üJþþ=ï#ï
Étudionsdoncla méthodeitérative ñDøjù�ú õ ñ âø ü?þþ=ï#ï .

Remarquonstout d’abordquesi cetteméthodeconverge,elle converge bien
versunedesracinesde ÞQê�ñ�ì õ ï , si Zñ est la limite de la suite ê�ñDø#ì , alors Zñ õZñ â üJþþ=ï#ï donc Zñ â ý¡þ=ï#ï«ZñZü?þ õ ï , c’està dire que ÞQê)Zñ�ì õ ï .

Localisonsla racine Zñ decetteéquation.On a ÞíêIïÐì õ þ et Þíê+þ~ì õ ý��	3 doncÞQêëïÐìcÞíê+þ~ì�î ï , et comme Þ estdérivablesur IR et Þ¶ó�ê�ñ�ì õ �åñ ý¢þ=ï#ïnîKï suräCï/çqþqé alors,grâceauthéor̀emedela valeurintermédiaire,il existeun uniqueréelZñ�ßÌä�ï/çjþqé solutiondel’ équationÞíê�ñ�ì õ ï .
On a � úaêIïÐì õ úúëö ö ÷Kï et � ú ê+þ~ì õ ú2 ö îÈþ . Comme� ú estmonotonesur IRù

(puisque� óú ê�ñ�ì õ ñ¬t��]ï�÷¡ï sur   ù ), on adonc � ú êcäCï�çjþqéÍì­� äCï/çqþqé .
Démontronsque � ú ê�ñ�ì õ ñ â ü?þþ=ï#ï estcontractantesur äCï�çjþqé :

B � úaê�ñ�ì%ý � ú ê
�/ì B õ ���� ñ â üJþþ=ï#ï ý � â üJþþjï#ï ����õ þþjï#ï �� ñ â ýW� â ��õ B ñ�ü"� Bþ=ï#ï B ñíýu� B = þ�(ï B ñQýu� B ÿ
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Onauraitpuaussila proposition1,puisque� óú ê�ñ�ì õ ñ�]ï et y æ#ñ¯® ö�° ú²± B � óú ê�ñ�ì B õ þ�t��]ï
donc � ú contractantederapport þ�t��]ï .

Ainsi, ð�ñ�ö ß¢ä�ï/çjþ é , ñDøjù�ú õ³� ú ê�ñVúcì õ � �� ù�úúëö ö convergevers Zñ , uniquesolution
de ñ â ývþjï#ï]ñ õ ï�ü?þ dansäCï�çjþqé .

Calculonscetteracinepartantde ñ�ö õ ï , ona

ñ�ö õ ï
ñVú õ � úqê�ñ�ö¹ì õY� ú êIï#ì õ þþ=ï#ï õ ï�ÿÊï/þjï#ï#ï/þñ â õ � úqê�ñVúcì õY� ú êIï�ÿÊï/þjï#ï#ï/þ~ì õ ï/ÿ_ï/þ=ï#ï(ï/þ=ï#ï#ï��(ï#ï#ï/þñ û õ � úqê�ñ â ì õY� ú êIï�ÿÊï/þjï#ï#ï/þ=ï(ï#ï��(ï#ï(ï/þ~ì õ ÿËÿWÿñ 7 õ � úqê�ñ û ì õ ÿËÿWÿ

Si on chercheZñ à ¨ près,on arr̂eterales calculsà l’it érationo telle que B ñ ~ ù�ú�ýñ ~ B =R¨ . Ainsi la solution Zñ ici vaut ï/ÿ_ï/þ=ï#ï#ï�þ à þjï�
�´ près.
b) L’autresolutionestobtenuegrâceà la méthodeitérative ñDø=ù�ú õz� â ê�ñDøÐì õþ=ï#ï¶ý ú� � . Cettequestionestlaisśeeenexercice.

exercice5

Soit l’ équationÞíê�ñ�ì õ �åñ û ý¡ñ�ýY� õ ï . Il estclair que Þ estcontinueet
dérivablesur £ .

On a Þíê+þ~ì õ ý¤þ , ÞQê¤�#ì õ þ�� , donc ÞQêªþ~ìcÞíêP�(ìíîÈï . D’autre part, Þ ó ê�ñ�ì õ�]ñ â � ï sur ä þ#ç��åé . Donc,d’apr̀esle théor̀emedela valeurintermédiaire,il existe
uneseulesolution Zñ�ß&ä þ#ç��åé telle que Þíê)Zñ�ì õ ï .

(a) Etudionsla convergencede la suite ñDø=ù�ú õ � ú ê�ñDøÐì õ �åñ ûø ýc� . Tout
d’abord, cettesuite, si elle converge, conduit bien à une racinede Þíê�ñ�ì õ ï
carsi Zñ estla limite dela suite ê�ñDødì , alorsZñ õ �¬Zñ û ý�� donc Þíê)Zñ�ì õ �¬Zñ û ýIZñQý"� õ ï/ÿ

Par ailleurs, � óú ê�ñ�ì õ �]ñ â � � sur ä þ#ç��åé . Par conśequent,grâceau théor̀eme
desaccroissementsfinis, il existe µqø comprisentreñDø et ñDøjù�ú tel queB � ú ê�ñDøjù�úmì%ý � úaê�ñDødì B õY� óú ê�µ ø#ì B ñDøjù�ú�ýnñDø B ÿ
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Donc B � ú ê�ñDøjù�úmì%ý � ú ê�ñDøÐì B¶� � B ñDøjù�úµýPñDø B� � â B ñDø¶ýPñDø 
 ú B...� � ø B ñVúµýPñ�ö B ÿ
Ainsi, cettesuitedivergeet la méthodeestà rejeter.

(b) Étudionsla convergencede ñDø=ù�ú õ�� â ê�ñDø#ì õ ��~ñ âø ý¡þ . Cetteméthode,si

elle convergeconduitversla racine Zñ de ÞQê�ñ�ì dans ä þ#ç��åé , carsi Zñ estla limite de
la suite ê�ñDødì , alorsZñ õ ��¬Zñ â ý¡þ donc Þíê)Zñ�ì õ �¬Zñ û ý��¬Zñíývþ õ ï/ÿ

� óâ ê�ñ�ì õ ý·3]ñêP�åñ â ývþ~ì â� ó óâ ê�ñ�ì õ 3Dê¤�åñ�â%üJþ~ìêP�~ñ â ývþ=ì û
þ �� ó óâ +� óâ ý�3D¸ ú ´7º¹

Enconśequence,on nepeutconcluresurla monotoniede � â . Cependanton a� óâ ê)Zñ7ì õ ý·3«Zñê¤�¬Zñ â ý�þ~ì â õ ý��¬Zñ¼» ��¬Zñ'ý�þ1½ â ç
or Zñ le point fixede Þ vérifie ��¬ZñQývþ õ Zñ ÿ
Donc � óâ ê)Zñ7ì õ ý��¬Zñ�û , et comme� óâ estcontinue,il existeun voisinage¾ de Zñ tel
que ¾ � ä þ(ç��åé , et ð�ñòß¿¾:ç B � óâ ê�ñ�ì B ÷$� . Donccetteméthodenepeutpasconverger
d’apr̀esla proposition3. En effet, grâceauthéor̀emedesaccroissementsfinis, on
a B ñDø=ù�úµýPñDø Bj� � ø B ñVú%ýnñ�ö B .
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(c) Étudionsla convergencede ñDø=ù�ú õN� û ê�ñDø#ì õ _À þ ü ñDø� . Si elle converge,

cetteméthodeconduità la racinede Þíê�ñ�ì õ ï dans ä þ#ç��åé carsi Zñ estla limite de
la suite ê�ñDødì , alorsZñ õ _À þ ü Zñ � donc Zñ û õ þ�ü Zñ � et ÞQê)Zñ�ì õ �¬Zñ û ý��¬ZñQývþ õ ï�ÿ
On a

ï î � óû ê�ñ�ì õ þ� _` êªþ ü � â ì â î¢þ(ç
donc � û eststrictementcontractanted’apr̀esla proposition1.D’autrepart, � û ê+þ~ì õ_Á ûâ ÷�þ , � û êP�#ì õ _H �nîÂ� , or � û estmonotone,donc � û êmä þ#ç��~é�ìÃ� ä þ#ç*�åé . Donc
d’apr̀esle théor̀emedupoint fixe, la suite� ñ�ö�ß&ä þ(ç��åéñDø=ù�ú õ$� û ê�ñDø#ì
convergeversl’uniqueracine Zñ�ßNä þ#ç*�åé del’ équationñ õ$� û ê�ñ�ì .

Calculnumériquedecetteracineà þ=ïj
�û près,à partir de ñ�ö õ þ :� 0 1 2 3 4ñDø 1 1.144 1.162 1.165 0.165

Donc Zñ õ þ#ÿËþ���� estsolutiondel’ équationà þ=ï�
�û près.

exercice6

Soit l’ équationñ õLa F ê+þ ü&ñ�ìMüÌï/ÿ�� dans  ù .
Consid́eronsla méthodeitérativedéfiniepar:

ñDøjù�ú õ$� ê�ñDø(ì õ$a F êªþ ü&ñDø#ìMü ï/ÿ��
Montronsd’abordl’existenced’unesolutionpourcetteéquation.
Soit ÞQê�ñ�ì õ¶a F êªþ�ü ñ�ì ü¡ï/ç��ãý&ñ õ ï , on a Þãó�ê�ñ�ì õ 
 �úIù � î¢ï sur IRù , donc

l’ équationÞQê�ñ�ì õ ï admetauplusuneracine.D’autreparton a ÞQêëïÐì õ ï/ÿ�� etÞQêªþ~ì õÄa F ��ý?ï/ÿ�3&î ï , donc ÞíêIï#ìcÞíê+þ~ìíî5ï ; ainsi, d’apr̀es le théor̀emede la
valeurintermédiaire,il existeuneuniqueracine Zñ&ßOä�ï/çjþqé solutiondel’ équationÞQê�ñ�ì õ ï .

Appliquonsla Méthodedu point fixepour � ê�ñ�ì õYa F êªþ ü&ñ�ì ü ï/ç*� .
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ð�ñ1ßÆd�çHï�î � ó ê�ñ�ì õ þþ�üNñ î¢þ(ÿ
Donc, si � êcäCæDçFèHéÍìu� ä�æDçFèHé , d’apr̀es le théor̀emedu point fixe, il existe une

uniqueracine Zñ�ß&ä�æDçFèHé solutiondel’ équationÞíê�ñ�ì õ ï .
Par exemple, on vérifie que � êmä�ï/ÿ���çFï/ÿ�3]éÍìÇ� äCï/ÿ���çFï�ÿ�3]é . En effet,� êIï/ÿ��#ì õï/ÿb���/ÿWÿËÿD÷¡ï�ÿb� et � êIï/ÿ�3Ðì õ ï/ÿb��3/ÿWÿËÿÝîvï�ÿ�3 .
Calculnumériquedecetteracineà þ=ïj
 â et þjï�
�û près:� 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9ñDø 0.7 0.730 0.748 0.758 0.764 0.767 0.769 0.770 0.771 0.771

Ainsi la racinecherch́eeest Zñ õ ï/ÿ��	� à þjï�
 â près,et Zñ õ ï/ÿ�����þ à þ=ï�
�û près.

exercice7

Soit l’ équationñ õY� ê�ñ�ì où � ê�ñ�ì õ ý a F ñ .
1. 1) PosonsÞíê�ñ�ì õ ñPý � ê�ñ�ì õ ñ ü a F ê�ñ�ì , ð�ñ5ß IR¡ ù . Appliquonsle

théor̀emedela valeurintermédiaireà Þ sur äCæDçjþ é où ï�î¡æÃ=8þ .Þ estcontinuesur ä�æDçjþqé , ð7æQßMéÍï�çjþqé . ð�ñ�ß&ä�æDçjþqé , Þ ó ê�ñ�ì õ þdü ú� et Þ ó ê�ñ�ìi÷ï , donc Þ eststrictementmonotonesur äCæDçjþqé .
D’autreparton a ÞQêªþ~ì õ þQ÷¢ï , et comme a EUÈ� 
�� ö � a F ê�ñ�ì õ ý�� , alorsil

existe æQßMéÍï�çjþqé tel que a F êIæ�ìiî¢ýzæíîvï ; parconśequent,Þíê+þ~ì+ÞQêëæ�ì�î¡ï ,
et d’apr̀esle théor̀emedela valeurintermédiaire,il existeun unique Zñ{ßä�æ�çqþqé (d’ou Zñ1ßMéÍï/çqþqé ) tel que Þíê)Zñ�ì õ ï , et donctel que Zñ õY� ê)Zñ�ì õLa F Zñ .

2) Si ñDøjù�ú õY� ê�ñDø#ì converge,elleconduitbienà la racinedel’ équationcar
cettedernìerevérifie Zñ õ$� ê)Zñ�ì doncZñ õ ý a F ê)Zñ7ì õ ¢ ZñZü a F ê)ZñVì õ ï
Mais, ð�ñvß8äCæDçjþdä ç � óÍê�ñ�ì õ ý ú� , et B � óÍê�ñ�ì B ÷Òþ doncla méthodeñDøjù�ú õý a F ê�ñDøÐì divergepourtout ñ�ö�ß&ä�æ�çqþdä .

3) � 
 ú existe car � est continueet strictementcroissantedonc bijective.
Montronsque ñDø=ù�ú õY� 
 ú ê�ñDødì estconvergente.
Attention à la notationutilisée: � 
 ú désignela réciproquede � et nonþ� ê�ñ�ì .� 
 ú estdérivableeton a ê � 
 ú ì ó õ úÉºÊbËPÉ*Ì � .
En effet, d’une manìeregéńerale ê #�ÍDÎ ì ó õ ê # ó Í6Î ì Î ó , par conśequentê � Í � 
 ú ì ó ê�ñ�ì õ ê � ó Í � 
 ú ìqê�ñ�ìqê � 
 ú ì ó ê�ñ�ì .
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Or, � Í � 
 ú õ d�Ï , donc ê � Í � 
 ú ì ó õ þ . On a bien alors ê � 
 ú ì ó ê�ñ�ì õþ� ó Í � 
 ú .
Or, on a montŕe que ð�ñYß äCæDçjþdä , B � ó ê�ñ�ì B ÷Ôþ . Mais � 
 ú õÐK 
 � , donc� õÑ� 
 ú ê�ñ�ì�ß é K 
 ú ç K 
�Ò é , car K 
 � estdécroissante.PuisqueæN÷Kï , alorsK 
�Òtî K ö õ þ , donc ï�îR�'î�þ et B � ó ê
�/ì B õ ���� ý þ� ���� ÷�þParconśequentB ê � 
 ú ì ó ê�ñ�ì B î¢þ .Ainsi la méthodeñDø=ù�ú õY� 
 ú ê�ñDøÐì convergeauvoisinagede Zñ , d’apr̀esla
proposition2.

4) PosonsK ø õ ñDø¤ýIZñ et Ó ê�ñ�ì õIK 
 � . La méthodeñDø=ù�ú õIK 
 � � converge
(d’ailleurs,on a Ó/ó�ê�ñ�ì õ ý K 
 � et B Ó/ó�ê�ñ�ì B õzK 
 � î þ , ð�ñnß¿£ ¡ù ). D’autre
part,grâceauthéor̀emedesaccroissementsfinis on saitqu’auvoisinage
de Zñ , il existe µqø comprisentreñDø et Zñ tel que:K øjù�ú õ ñDøjù�úµý¶Zñ õ Ó ê�ñDø#ì%ý�Ó ê)Zñ�ì õ Ó ó ê²µqø(ìqê�ñDøãýIZñ�ìaÿ
Ainsi, K øjù�ú õ Ó/óëê�µ ø#ì K ø . Or, Ó/óëê�ñ�ìãîáïtð�ñ&ß IR¡ ù . Donc K ø=ù�ú et K ø sont
designesoppośes,parconśequentdeuxitérationssuccessivesdonnentun
encadrementde Zñ .

5) Un testd’arrêtdesitérationsest: B K øjù�ú�ý K ø B õ B ñDø=ù�ú�ýQñDø B =%¨ õ þjï�
 7 .Prenonsd õ ä�æ�çqþqé avec æ õ ï�ÿWþ . On a bien B Ó/ó�ê�ñ�ì B î¢þ sur d et Ó ê�d�ì+�$d
car: Ó êëï/ÿWþ=ì õNK 
 ö�° ú ÷ ï/ÿWþÓ ê+þ~ì õ þK î þ
et Ó ê�ñ�ì õLK 
 � estmonotonesur ä�ï/ÿWþ(çjþqé
Calculnumériquedela racineà þjï�
�û près.Soit doncla méthodeñDøjù�ú õK 
 � � et ñ�ö õ þ� 0 1 2 3 4 5 6 7 8ñDø 1 0.367 0.692 0.500 0.606 0.545 0.579 0.560 0.571� 9 10 11 12 13 14 15ñDø 0.564 0.568 0.566 0.567 0.566 0.567 0.567

Ainsi la racinecherch́eeest Zñ õ ï/ÿb����� à þjï�
�û près.

2. MéthodedeNewton.

Soit Þíê�ñ�ì õ ñ ý K 
 � õ ï , Þ est clairementindéfinimentdérivable.La
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méthodedeNewtons’écrit,

ñDøjù�ú õ ñDøãý Þíê�ñDø#ìÞ ó ê�ñDø#ì õ ñDøãý ñDøãý
K 
 � �þ ü K 
 � � ÿ

D’autrepartona ÞíêIïÐì õ ý£þ¤îvï et ÞQêªþ~ì õ þ�ý úM ÷vï , donc Þíê+þ=ìcÞíêIïÐì î�ï
et la racineest située dans äCï/çqþqé , elle est uniquepuisque Þ est strictem-
net monotone,car Þãó�ê�ñ�ì õ þ£ü K 
 � ÷ ï pour tout ñÒßÔ£ . On a aussiÞ ó ó ê�ñ�ì õ ý K 
 � îOï pourtout ñ ß¼£ . Ainsi d’apr̀esle théor̀emedeconver-
genceglobaledecetteméthode(voir théor̀eme3), pourtout ñ�ö ß?äCï/çqþqé tel
que ÞQê�ñ�öaìcÞ ó ó ê�ñ�öaì ÷ ï l’it érationde Newton converge.Prenonsalors,par
exemple,ñ�ö õ ï , alors ÞíêIïÐì+Þãó ó�êëïÐì õ þ�t K ÷¡ï , doncla méthode

ñDø=ù�ú õ ñDøãý ñDøãý K 
 � �þ�ü K 
 � � ñ�ö
convegeraversl’unique racine Zñ del’ équation.
Calculnumérique
===========================
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2.9 Mise enœuvreenJava

On présente,dansla suite,la miseenœuvrede la méthodede Lagrange(cf.
paragraphe2.4) ainsi que la méthodede Steffenson(cf. paragraphe2.5). Cette
dernìere est écrite sousune forme géńerique,permettantla compositiond’une
méthodeitérative quelconqueavec le proćed́e ! â d’Aitk en.Nous illustronsces
programmes,par desexemplesde calcul qui permettentde comparercesdeux
méthodes.

2.9.1 Une classeabstraite de description deprocessusit ératifs

Nous allons utiliser dans la suite deux processusitératifs, à savoir les
méthodesde Lagrangeet de Steffensen.Cesdeuxprocessussontbaśessur des
calculssimilaires: calculd’une formulederécurrenceet processusderéṕetition
jusqu’̀a uneéventuelleconvergence,li ée à un critèredonńe. Beaucoupd’autres
sch́emasnumériquessont susceptiblesde suivre de tels processus.Pour cette
raison, nous avons commenće par définir une classeabstraite de description
d’un processusitératif, appeĺee IterGene . Cetteclasseest abstraite car elle
contientune méthodeabstraite, non implément́ee, correspondant̀a la formule
de récurrence.Celle-ci va dépendrede la formule sṕecifiqued’une classeparti-
culièrequi endérivera.Parcontre,unsch́emadeconstructiondesuiterécurrente,
susceptiblede converger, peut être implément́e danscette classeabstraite en
s’appuyantsursaformulederécurrence,elle-mêmeabstraite.

Il nous faut gérer la convergence d’un processusitératif grâce à une
vérificationde pseudo-stabilit́e sur deux itéŕessuccessifs.Dansle casoù il n’y
a pasconvergence,un nombremaximumd’it érationsestpréd́efini et permetde
stopperle processus.Danscecas,il restealorsà renseignerlesprogrammesappe-
lant de la non-convergence.Pourcela,nousutilisonsun mécanismed’exception
qui estsṕecifiquementadapt́e àun tel traitement; il seraalorscapabledefairere-
monter, encascade,l’informationdenon-convergence,auxdifférentsprogrammes
appelants.Ondéfinit alorsuneclasseexceptionélémentairecapabled’êtreévaluée
sousla formed’unechâınedecaract̀ereset implémentant,pourcela,la méthode
toString .

class NonConvergence Exce pti on extends Exception {
public String toString() { return("Defaut de convergence"); }

}

Nouspouvonsalorsdéfinir la classeIterGene qui estcompośee:
– des donńeesxn, epsilon, maxIter qui correspondentrespective-

ment, au terme courantdu processusitératif, à la précisisonde conver-
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genceet au nombremaximund’it érationsautoriśees.On implémentedes
méthodespermettantdefixer leursvaleurs;

– d’uneméthodeabstraited’it érationiter , sansparam̀etre,quiactualiserale
termecourantduprocessusitératif.Nousdécrivonsaussi,uneautreversion
de cetteméthode,iter , avec un param̀etrequi correspond̀a unemiseà
jour du termecourant,avantl’applicationdu processusitératif;

– d’un calculdesuiterecurrentecalculSuite s’appuyantsur la méthode
d’it érationet écrite sousdeux versions: sansparam̀etre ou avec un pa-
ramètrebooĺeenqui permetd’afficher une tracedestermessuccessifsde
la suitecalcuĺee.

import java.lang.*;
import java.io.*;

abstract class IterGene {
double xn; // terme courant de la suite
double epsilon; // precision de convergence
int maxIter; // nombre maxi d’iterations

// fixe la valeur du terme initial de la suite :
public void set_xn(double x0) { xn = x0; }

// fixe la valeur de la precision :
public void set_epsilon(dou bl e precision) { epsilon = precision; }

// fixe le nombre maxi d’iterations :
public void set_maxIter(int m) { maxIter = m; }

// methode abstraite du calcul d’une iteration
// a partir de xn courant :
abstract public double iter() ;

// methode de calcul d’une iteration
// a partir d’une valeur x donne :
public double iter(double x) {

set_xn(x);
return iter();

}

// calcul d’une suite recurrente
//a partir de iter et jusqu’a convergence :
public double calculSuite(boo le an trace)

throws NonConvergenceEx ce pt io n {
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double xOld;
int nbIter=0;
if (trace) {

System.out.prin tl n( "v al eur s successives calculees :");
System.out.prin tl n( xn );

}
do {

xOld=xn;
iter();
nbIter++;
if (trace)

{ System.out.prin tl n(" it er . "+nbIter+" : "+xn);}
} while (Math.abs(xn-xO ld ) > epsilon && nbIter <= maxIter);
if (nbIter > maxIter) throw new NonConvergenceE xc ept io n( );
return xn;

}

public double calculSuite ()
throws NonConvergenceEx ce pt io n {

return calculSuite(fa ls e) ;
}

}

2.9.2 La méthodedeLagrange

Nous décrivons,maintenant,la classemettanten œuvrela méthodede La-
grange,vuedansle paragraphe2.4 et qui, à partir d’uneapplicationÞ continue,
strictementmonotonesur ä�æDçFèHé et telle que ÞQêëæ�ì+ÞQêëèaìzî8ï , construitle processus
itératif suivant: � ñ�ö õ æ ou è=ç desorteque ÞQê�ñ�ö¹ìcÞ¶ó ó�ê�ñ�öaìi÷¡ïñDøjù�ú õ ñDøãýNÞQê�ñDøÐì � � 
�ÒÕ m � �'n 
 Õ m ��( n

La classeIterLagrange est telle que son constructeurposs̀ede les pa-
ramètressuivants: la valeur initiale ñ�ö et unefonction quelconqueréelled’une
variableréelle(lesréelsétantrepŕesent́esparle typedouble ).

Le passaged’une fonction, commeparam̀etre,se fait grâceà une interface
qui seraimplément́eeeffectivement,par la fonctionparticulìereutilisée(comme
décrit en1.5.7).Cetteinterfaceproposeuneméthoded’évaluationcalcul dela
fonctionpourunparam̀etredonńe.Elle s’écrit :

interface FoncD2D { double calcul(double x); }
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La classeIterLagrange , qui dérivedela classeIterGene , s’écrit alors:

import IterGene;
import FoncD2D;

class IterLagrange extends IterGene {
FoncD2D f; // fonction dont on recherche le zero
double x0; // bornes de l’intervalle de calcul

// constructeurs
IterLagrange(F oncD2D fonc, double xini) {

f=fonc; x0=xini;
epsilon=0.001;
maxIter=100;

}

// calcul d’une iteration :
public double iter() {

xn = xn - f.calcul(xn)*(x n- x0) /
(f.calcul(xn)- f. ca lcu l( x0 )) ;

return xn;
}

}

Nousprésentonsci-dessous,unprogrammedetestdela méthodedeLagrange,
encommenc¸antpardéfinir la fonction Þ , dansuneclasseimplémentantl’interface
FoncD2D correspondant̀a :

Þíê�ñ�ì õ$Ö û ýu3 surl’intervalle ä þ#ç��~é
La valeurinitiale de la suiterécurrenteestla borne5, qui satisfait à la condition
expriméepréćedemment.

Le programmecorrespondants’écrit :

import java.io.*;
import FoncD2D;
import IterLagrange;

class MaFonction implements FoncD2D {
public double calcul(double x) {

return x*x*x-8;
}

}
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class TestLagrange {
public static void main(String args[]) {

MaFonction f = new MaFonction();
IterLagrange rechercheZero = new IterLagrange(f ,5 );
rechercheZero. se t_e ps il on(1 E-6 );
try {

double resultat = rechercheZero. ca lcu lS ui te (t rue );
System.out.prin tl n( "l e zero trouve vaut : "+resultat);

}
catch(NonConve rg enc eExc epti on e) {

System.out.prin tl n( e) ;
}

}
}

Nousdonnonsci-apr̀esunetracedel’exécutionmontrantla convergencedela
rechercheen45 itérations:

java TestLagrange

valeurs successives calculees :
5.0
iter. 1 : 1.225806451612 903 iter. 2 : 2.87747697460228 84
iter. 3 : 1.575783340029 592 iter. 4 : 2.38370644844686 86
iter. 5 : 1.772135791772 5993 iter. 6 : 2.18391211133646 5
iter. 7 : 1.880128484322 9529 iter. 8 : 2.09119054405803 2
iter. 9 : 1.937801213927 3417 iter. 10 : 2.0458883891378 012
iter. 11 : 1.96798089428787 63 iter. 12 : 2.0232527320893 645
iter. 13 : 1.98358752829891 95 iter. 14 : 2.0118228594708 57
iter. 15 : 1.99160618434879 87 iter. 16 : 2.0060215595949 76
iter. 17 : 1.99571217077349 1 iter. 18 : 2.0030695016733 913
iter. 19 : 1.99781095525712 26 iter. 20 : 2.0015653653672 2
iter. 21 : 1.99888278140132 5 iter. 22 : 2.0007984720226 16
iter. 23 : 1.99942989696420 61 iter. 24 : 2.0004073358780 3
iter. 25 : 1.99970910674170 03 iter. 26 : 2.0002078119872 224
iter. 27 : 1.99985157872901 03 iter. 28 : 2.0001060232863 277
iter. 29 : 1.99992427321032 75 iter. 30 : 2.0000540926706 9
iter. 31 : 1.99996136345291 68 iter. 32 : 2.0000275980820 095
iter. 33 : 1.99998028736406 7 iter. 34 : 2.0000140805969 857
iter. 35 : 1.99998994250355 52 iter. 36 : 2.0000071839631 905
iter. 37 : 1.99999486861667 95 iter. 38 : 2.0000036652834 73
iter. 39 : 1.99999738194531 14 iter. 40 : 2.0000018700415 81
iter. 41 : 1.99999866425729 8 iter. 42 : 2.0000009541025 854
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iter. 43 : 1.99999931849848 77 iter. 44 : 2.0000004867869 65
iter. 45 : 1.99999965229511 2
le zero trouve vaut : 1.99999965229511 2

2.9.3 La méthodedeSteffensen

Nous effectuons, maintenant, une implémentation de la méthode
d’acćelération de Steffesen qui composele proćed́e ! â d’Aitk en avec une
méthodeitérative, not́ee � . Nous utilisons la formulation stabledécrite dansle
paragraphe2.5:# ö õ ñDø/ç # ú õ$� ê # öFìaç # â õ%� ê # úcìaçmñDøjù�ú õ # úMü þú&'� 
 &�� ý ú&�� 
 &)( � õ ï/çjþ#ç*�+�����

La classesuivante,IterSteffensen , permetcettecompositionavecune
méthodeitérative quelconque,qui dérive de la classegéńeraleIterGene . Par
ailleurs, elle dérive elle-mêmede la classeIterGene , en tant que processus
itératif.Elle s’écrit alors:

import IterGene;

class IterSteffensen extends IterGene {
IterGene g; // methode iterative a composer avec d2 d’aitken

// constructeur :
IterSteffensen (I te rGene fonc, double xini) {

g=fonc; xn=xini; epsilon=0.001; maxIter=100;
}

// calcul d’une iteration :
public double iter() {

double u1 = g.iter(xn);
double u2 = g.iter(u1);
xn = u1 + 1./( (1./(u2-u1)) -(1./(u1-xn)) );
return xn;

}
}

Nousdonnonsci-apr̀esun programmepermettantde testercetteméthodeet
utilisant la méthodede Lagrange,commeprocessusitératif à coupler avec le
proćed́e ! â d’Aitk en.La fonction Þ , dont on cherchele zéro, est la mêmeque
dansle paragraphepréćedent.On partde la mêmevaleurinitiale ñ�ö et on utilise
la mêmeprécisiondecalcul.
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import java.io.*;
import FoncD2D;
import IterLagrange;
import IterSteffensen;

class MaFonction implements FoncD2D {
public double calcul(double x) {

return x*x*x-8;
}

}

class TestSteffensen {
public static void main(String args[]) {

MaFonction f = new MaFonction();
IterLagrange methodeLagrang e = new IterLagrange(f ,1, 5, 5) ;
IterSteffensen methodeSteffens en =

new IterSteffensen( meth odeLagr ange, 5);
methodeSteffen se n.s et _eps il on( 1E-6 );
try {

double resultat = methodeSteffen se n.c al cu lS ui te( tr ue);
System.out.prin tl n( "l e zero trouve vaut : "+resultat);

}
catch(NonConve rg enc eExc epti on e) {

System.out.prin tl n( e) ;
}

}
}

Nousdonnonsci-apr̀es,unetracedel’exécutionmontrantdemanìerespecta-
culaire l’accélérationde la convergence,par rapportà la méthodede Lagrange,
pourlesmêmesconditions.Eneffet, onpassede45 à5 itérationspourobtenirun
résultatfinal qui estplusprécis.

java TestSteffensen

valeurs successives calculees :
5.0
iter. 1 : 2.374697052247 919 iter. 2 : 2.017458551479 4128
iter. 3 : 2.000046185893 817 iter. 4 : 2.000000000326 4917
iter. 5 : 2.0
le zero trouve vaut : 2.0



Chapitr e 3

Résolutiondessyst̀emeslin éaires× Ø Ù Ú
On note Û	øÝê IRì , l’espacevectorieldesmatricescarŕeesd’ordre � et à co-

efficientsréels.Soit § ßNÛ	øÝê IRì et ÜÓß IRø , on cherchele vecteurÖ ß IRø ,
solutiondu syst̀emelinéaire § Ö õ Ü . Ce syst̀emeadmetunesolutionunique
lorsquele déterminantdeA estnonnul, cequenoussupposeronsdansla suite.
Remarquonsque la résolutionde ce syst̀emeà l’aide desformulesde Cramer
est impraticablelorsquen est ‘grand’, car cesformulesnécessitentapproxima-
tivement�ÞÝ�� â opérationsarithmétiquesélémentaires; par exemplesi n=15,cela
repŕesentedel’ordre de4 moisdecalculpourunordinateurmoyeneffectuantþjï	´
opérations̀a la seconde.Cetempsdecalculévoluedemanìereexponentielleavec� .
Nousrappelonsdansla suitelesprincipalesméthodes,beaucoupplusrapides,car
‘polynomialesentemps’:

. Quelquesméthodesdirectes: Gausset saformefactoriśee �­ß

. Quelquesméthodesitératives: Jacobiet Gauss-Seidel.

Lesméthodesdirectescalculentunesolutionthéoriqueexacte,enun nombre
fini d’opérations,maisavec uneaccumulationd’erreursd’arrondisqui d’autant
plusgrandequela dimensionl’est.

Par conśequent,pourdesmatricesdedimensionimportante,il estpréférable
d’utiliser desméthodesitérativesbaśeessur la constructiond’une suiteconver-
genteversla solutiondusyst̀eme.Danscecas,le contr̂oledela convergencedela
suiteparuneconditiond’arrêt renvoie unesolutionplusprécise.

71
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3.1 Méthoded’ élimination deGauss

La méthodede Gaussengendreun algorithmefini exact dont l’id ée est de
transformerle syst̀emeinitial enun syst̀emetriangulaire(inférieurousuṕerieur).

3.1.1 Résolutiond’un syst̀emetriangulair e

On donneici l’algorithmederésolutiond’un syst̀emetriangulaireinférieur. Il
sefait en“remontant”leséquationsdela dernìereligne à la premìere.
Soit doncle syst̀eme § Ö õ Ü où § õ êëæ�àâáqì�àU° á�ã�ú�° ø esttriangulaireinférieureet
inversible.Danscecas,ð¬ä õ þ������ � , æ�àbà ôõ ï puisqueå K;æ ê�§¶ì õNç øà�ã�ú æ�à�à�ôõ ï .
L’algorithmederésolutionest:,- . ñDø õ è �Ò ���

etñ1à õ úÒié�é êIè�à�ý�ê øá�ãfà ù�ú æ�àâá¹ñ�á ì pour ä õ � ý¡þ#çjÿËÿËÿWçjþ
3.1.2 Méthodede Gauss

Pourla clart́e desexplications,on appliquela méthodede Gaussdansle cas
où n=3.Onsupposeque æ/ú útôõ ï .

ê+þ~ìgë ,ì- ì. æ/ú úªñVú üÌæ/ú â ñ â üÌæÝú û ñ û õ èqú ëí� m ú núæ â úªñVú üÌæ â â ñ â üÌæ â û ñ û õ è â ëí� m ú nâæ û úªñVú üÌæ û â ñ â üÌæ û û ñ û õ è û ëí� m ú nû
Onéliminele termeæ â úªñVú dansla ligne � m ú nâ grâceà la combinaison� m ú nâ ý Ò �¤�Ò �²� � m ú nú
et le terme æ û úªñVú dans� m ú nû grâceà la combinaison� m ú nû ý Ò _ �Ò �²� � m ú nú cequi donnele
syst̀eme§�m�â n ñ õ ÜTm�â n , équivalentausyst̀emeinitial :

ê¤�#ìgë ,ì- ì. æ/ú úªñVú üÌæÝú â ñ â ü æ/ú û ñ û õ èqú ë%� m ú núæ m�â nâ â ñ â üÌæ mÊâ nâ û ñ û õ è mÊâ nâ ëí� mÊâ nâæ m�â nû â ñ â üÌæ mÊâ nû û ñ û õ è mÊâ nû ëí� mÊâ nû
où æ mÊâ nàâá õ æ�à/á�ý Ò�é �Ò �²� æ/úGácä õ ��ç�� et î õ ��ç*� et è m�â ná õ èºá�ý Ò�é �Ò �²� èqúaÿ

Ensuite,ensupposantque æ â â ôõ ï , on éliminele terme æ m�â nû â ñ â dans� mÊâ nû grâce

à la combinaison� mÊâ nû ý Ò*ï �²ð_ �Ò*ï �²ð�²� � mÊâ nâ , cequi donnele syst̀eme§ m û n ñ õ Ü m û n équivalent

ausyst̀emeinitial :
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ê¤�Ðìgë ,ì- ì. æ/ú úªñVú üÌæ/ú â ñ â üÌæÝú û ñ û õ èqú ë$� m ú núæ m�â nâ â ñ â üÌæ m�â nâ û ñ û õ è mÊâ nâ ëí� mÊâ nâæ m û nû û ñ û õ è m û nû ë�� m û nû
où æ m û nû û õ æ mÊâ nû û ý Ò ï �²ð_ �Ò*ï �²ð�²� æ m�â nâ û et è m û nû õ è m�â nû ý Ò ï �²ð_ �Ò�ï �²ð�²� è mÊâ nâ ÿ

Le syst̀emeobtenuestdonctriangulaire.On le résoutgrâceà l’algorithmedu
paragraphepréćedent.

3.1.3 Factorisation ñÃò
L’ étapede triangularisationde la méthodepréćedenterevient à factoriserla

matriceA en un produit de deuxmatricestriangulairesl’une suṕerieurel’autre
inférieure.En effet, lesdifférenteśetapesde la triangularisationpeuvents’écrire
sousformematricielle.Si on pose§ õ § m ú n , la matrice § mÊâ n du secondsyst̀eme
estobtenueenmultipliant à gauche§6m ú n paró m ú n õ ôõ þ ï ïý Ò �¤�Ò �²� þ ïý Ò _ �Ò �²� ï þ

ö÷
on adonc § mÊâ n õ ó m ú n § m ú n õ ôõ æ/ú ú æ/ú â æ/ú ûï æ m�â nâ â æ mÊâ nâ ûï æ m�â nû â æ mÊâ nû û

ö÷
ÿ

Demêmela matrice§ mÊâ n du troisièmesyst̀emevérifie § m û n õ ó mÊâ n § m�â n oùó m�â n õ ôøõ þ ï ïï þ ïï ý Ò*ï �²ð_ �Ò*ï �²ð�²� þ
ö;ù÷

on adonc § m û n õ ó mÊâ n ó m ú n § m ú n õ ôõ æ/ú ú æ/ú â æ/ú ûï æ m�â nâ â æ mÊâ nâ ûï ï æ m û nû û
ö÷
ÿ

Ainsi § m ú n õ ê ó m�â n ó m ú n ì*
 ú § m û n = ê ó m ú n ì�
 ú ê ó mÊâ n ì�
 ú § m û n . Lesmatrices
ó m ú n

et
ó mÊâ n sontinversiblescarleursdéterminantssonttouségauxà1 et leursinverses

sontfacilesà calculer. En effet, on peutvérifier qu’on lesobtiententransformant
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en leur oppośe les termesfigurantsousla diagonale,lesautrestermesrestantin-
chanǵes.On trouvealors

� õ ê ó m ú n ì 
 ú ê ó m�â n ì 
 ú õ ôøõ þ ï ïÒ �¤�Ò �²� þ ïÒ _ �Ò �²� Ò ï �²ð_ �Ò*ï �²ð�²� þ
ö ù÷
ÿ

Si on poseß õ §�m û n , qui esttriangulairesuṕerieure,§ peutalorss’écrirecomme
le produitdesdeuxmatrices� et ß :§ õ ��ß
Finalement,on obtient la solution Ö du syst̀emeinitial § Ö õ Ü en résolvant
successivementlesdeuxsyst̀emessuivants:��ú õ Üß Ö	õ ú

Cecisegéńeraliseàunematriced’ordren. Le lecteurpourrale traiterenexer-
cice.Colmpĺement́ecrit surbrouillon

Remarque 5 Lorsquen est “gr and”, le nombre d’opérations de l’algorithme
de résolutiondu syst̀emetriangulaire est équivalentà � â , car il requiert pour
chaqueñ1à : (n-i) multiplications,(n-i) soustractionset unedivision,soit au totalê øàûã�ú êP�Ýê � ý�ähìiüKþ=ì opérations.D’autre part, le nombre d’opérationsde l’al-
gorithmedetriangularisationestde l’ordre de � û . Donc, la résolutioncompl̀ete
nécessiteau total un nombre d’opérationséquivalentà � û . Pour � õ þ�� , sur la
mêmeconfiguration demachinequecellecitéeendébut du chapitre, il faudra de
l’ordred’unesecondepour la résolutiontotaledu syst̀eme!

Faireunparagraphecompletsurla méthodedespivotslignes... plusremarque
surle pivotagecolonnes.

3.1.4 Remarquesur le Pivot

A chaqueétapede calcul le pivot æ m�ü 
 ú nü�ü doit êtrenonnul, sinonunepermu-
tation de lignesou de colonness’impose.Sur le plan numériquesi le pivot est
“trop petit” (par rapportaux autrescoefficientsde la matriceou par rapportà la
précisisonde la machine),le cumul deserreursnumériquespeutêtreimportant.
Ainsi pour desraisonsde stabilité numérique,il faut effectuerdespermutations
de lignes ou de colonnesde façon à aboutir à un pivot “plus grand”. On dira
que l’on fait un pivotagetotal lorsqu’on permutedes lignes et des colonnes,
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sinon le pivotageest dit partiel. Si on n’effectuequ’un pivotagepartiel sur les
lignes,celanerevient qu’à changerl’ordre d’énuḿerationdeslignesdu syst̀eme
qui n’est doncpasmodifié. Lorsquel’on effectueun échangede colonnes,cela
revient à permuterles élémentsdu vecteurinconnu Ö qui seradonc différent
de la solution du syst̀emeinitial. D’une manìere pratique,dansce derniercas,
il estdoncnécessairede mémorisertoutesles permutationsde colonnesafin de
pouvoir reconstruirele vecteursolution en respectantl’ordre de seséléments
correspondantausyst̀emeinitial.

(la notiondepetitessedépenddela précisiondel’ordinateurutilisé), l’erreur
d’arrondiou de troncaturepeutêtre’grande’,donc,pourdesraisonsdestabilité
numérique,il fautaussiamenerparpermutationdeligne ou decolonnedefaçon
à avoir un pivot assez’grand’ enmodule; on fait alorsun pivotage.Remarqouns
quesi le pivot estnul apr̀estoutpivotagealorsla matrice§ estsingulìere.

Exemple5 A l’aide d’un ordinateurfictif à 3 chiffresdéçimauxsignificatifsla
résolutiondu syst̀emeci-dessous,qui esttraitéedansl’exercice22 :� þjï�
 7 ñ�ü"� õ þñ�ü�� õ �
donne

– sanspermutationdelignes,la solution êIï/çqþ~ì ;
– avecpermutationdelignes,la solution ê+þ#çjþ=ì .

La solutionexacteest êªþ#ÿÊï(ï#ï/þ#çFï�ÿ����	���Ðì , cequi montrequela premìeresolutionest
faussealorsquela deuxìemeestla meilleurequel’on puisseobtenir, compte-tenu
dela précisiondela machine.

———————-

COMPLETERcecours

———————
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3.2 Enoncésdesexercicescorrig és

Exercice19 :
Soit le syst̀emelinéairesuivant:

ê+þ=ì
,- . �]ñVú%ý��åñ â ü&ñ û õ ��åñVúMü&ñ â ü&ñ û õ ��(ñVú%ý"�]ñ â üJ�åñ û õ �

a) Résoudrecesyst̀emeparla méthodedeGauss.
b) Factoriserla matrice § du syst̀emeen produit �­ß où � estunematricetri-
angulaireinférieure(avec des 1 sur la diagonaleprincipale) et ß triangulaire
suṕerieure,puisrésoudrecesyst̀eme.

Exercice20 :

Soit le syst̀emelinéaire§ Ö»õ Ü où : § õ ôõ þ ï ý·�ï þ �� ý·� ï
ö÷

, Ö»õ ôõ ñVúñ âñ û
ö÷

, et

Ü õ ôõ ��ý£þ
ö÷
ÿ Factoriserla matrice§ enproduit ��ß puisrésoudrele syst̀eme.

Exercice21 :

Soit le syst̀emelinéaire § Ö�õ Ü où : § õ ôõ � � ý£þ� � ý��ý�� � ý£þ
ö÷

, Ö�õ ôõ ñVúñ âñ û
ö÷

,

et Ü õ ôõ �ïý¤þ
ö÷
ÿ

1. Factoriserla matrice § enproduit �­ß puisrésoudrele syst̀eme.

2. Trouver §�
 ú ( onrappellequesi M etN sontdeuxmatrices(n,n)inversibles
alors ê ó {�ì*
 ú õ {¿
 ú ó 
 ú ì .

Exercice22 :
Soit le syst̀emelinéaire:

êP�#ì � Scñ�ü�� õ þñZü�� õ �
Appliquerla méthodedeGauss̀a cesyst̀eme:
a) directement,
b) enpermutantlesdeuxlignesdu syst̀eme.
Applicationavec S õ þjï 
 7 et un ordinateurfictif à 3 chiffresdécimauxsignifica-
tifs. Qu’obtient-ondanslesdeuxcas? expliquercesrésultats.
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Exercice23 :
Résoudrele syst̀emesuivant:
a) En repŕesentantlesnombresenvirguleflottanteavec8 chiffressignificatifs,
b) puisexactement,

ê¤�Ðì � ñZüq� õ �êªþ�üJþ=ï 
�ý ì ñ�ü"� õ ��ü?þ=ï 
�ý
Exercice24 :
On appliquela méthodedeGaussausyst̀emetridiagonalsuivant:ôøøøøøøøøøøøøõ

èqú ¥=ú ï ï ï ����� ïæ â è â ¥ â ï ïï æ û è û ¥ û ïÿ ÿÿ ÿÿ ÿï ïï ï æ#ø 
 ú	èFø 
 ú¦¥Fø 
 úï ï ï æÐø èHø

ö;ùùùùùùùùùùùù÷ ÿ
ôøøøøøøøøøøøøõ

ñVúñ âñ ûÿÿÿÿñDø 
 úñDø

ö;ùùùùùùùùùùùù÷ õ
ôøøøøøøøøøøøøõ

x�úx âx ûÿÿÿÿx#ø 
 úx#ø

ö;ùùùùùùùùùùùù÷
Montrerquela triangularisationrevient à poser:,ììììì- ììììì.

¥Fø õ ïþ ú õÔÿ �è � çI�dú õ ü �è �þ à õ ¥�àè�à�ýNæ�à þ à 
 ú pouri=2, ... ,n��à õ x�à�ý&æ�àU��à 
 úè�à�ýPæ�à þ à 
 ú pouri=2, ... ,n .

Evaluerle nombred ’opérationsnécessaires,y comprisla résolutiondu syst̀eme
triangulaire.

Exercice25 :

Résolutiond’un syst̀emenonlinéairedansIRâ� ñ'ýnñ�â�ýu��â õ ï ê+þ=ì�Zýnñ â ü�� â õ ï êP�(ì
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3.3 Enoncésdesexercicesnon corrig és

Exercice26 :
RésoudreparGaussdirect,puisparfactorisationdela matricele syst̀eme:,- . ñ�ü�� â ü �û õ þ� â ü�� û ü �7 õ ï� û ü�� 7 ü �2 õ ï
Exercice27 :
Soit le syst̀emelinéaireendimension3 , § Ö»õ Ü , où \ et ] sontdeuxréelset§ õ ôõ þ � �ï \ þ� � �

ö÷
, Ö	õ ôõ ñVúñ âñ û

ö÷
et Ü õ ôõ ] �ï

ö÷
ÿ

1. Donnerla décomposition�­ß de § où � estunematricetriangulaireà dia-
gonaleunité et ß unematricetriangulairesuṕerieure.Pourquellesvaleurs
de \ cettedécompositionexiste.

2. Pourquellesvaleursde \ et ] cesyst̀emeadmetunesolutionunique; don-
nercettesolution.

3. En utilisantla décomposition�­ß trouver § 
 ú lorsqu’elleexiste.

Exercice28 :

Soit le syst̀emelinéaireendimension4, à Ö õ Ï , où :

à õ ôøøõ � ï ý¤þ ï� þ úû ïþ þ ï ý¤þï ï ï þ

ö ùù÷
, Ö õ ôøøõ ñVúñ âñ ûñ 7

ö ùù÷
et Ï õ ôøøõ þ úû7 û�

ö ùù÷ ÿ
1. La résolutiondecesyst̀emepeutêtrerameńeeàcelled’un syst̀emelinéaire

de dimensiontrois, l’inconnue ñ 7 étantfacile à déterminer. Donnercette
inconnueet le syst̀eme���e� restant,quel’on notera§�ñ õ è .

2. Factoriserla matrice § en produit �­ß (où � est triangulaireinféieureà
diagonaleunité et ß triangulairesuṕerieure)puisrésoudrele syst̀eme.

3. De § õ ��ß déduire§�
 ú ;
Exercice29 :
Soit le syst̀emelinéaireendimension4, à Ö»õ Ï , où :

à õ ôøøõ � ï ï ïï þ þ ý¤þï � ï ý·�ï ý�� þ �
ö;ùù÷

, Ö õ ôøøõ ñVúñ âñ ûñ 7
ö;ùù÷

et Ï õ ôøøõ ý��þ�ý û â
ö;ùù÷ ÿ
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1. La résolutiondecesyst̀emepeutêtrerameńeeàcelled’un syst̀emelinéaire
de dimensiontrois, l’inconnue ñVú étantfacile à déterminer. Donnercette
inconnueet le syst̀eme 3X3 restant,que l’on notera §�ñ õ è , ( ñ õê�ñ â çmñ û çcñ 7 ì � ).

2. Factoriserla matrice § en produit �­ß (où � est triangulaireinférieureà
diagonaleunité et ß triangulairesuṕerieure),puisrésoudrele syst̀eme.

Exercice30 :
Soit le syst̀emelinéaireendimension4, à Ö»õ Ï , où :

à õ ôøøõ þ � ï �� � ï �ï ï � ï� � ï �
ö;ùù÷

, Ö	õ ôøøõ ñVúñ âñ ûñ 7
ö;ùù÷

et Ï õ ôøøõ ï þþ#þï
ö;ùù÷ ÿ

1. La résolutiondecesyst̀emepeutêtrerameńeeàcelled’un syst̀emelinéaire
de dimensiontrois. Quelle est l’inconnue ñ�á facile à déterminer. Donner
cetteinconnueet le syst̀eme3X3 restant,quel’on notera§�ñ õ è .

2. Factoriserla matrice § en produit �­ß (où � est triangulaireinférieureà
diagonaleunité et ß triangulairesuṕerieure)puisrésoudrele syst̀eme.

3. Trouver §6
 ú .
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3.4 Corrig ésdesexercices

exercice19 ,- . �]ñVú%ý"�åñ â ü&ñ û õ ��åñVúMü&ñ â ü&ñ û õ ��(ñVú%ýu�]ñ â üJ�~ñ û õ �
Cesyst̀emes’écrit sousla forme § Ö õ Ü , où

§ õ ôõ � ý�� þ� þ þ� ý·� �
ö÷

et Ü õ ôõ ���
ö÷

Posons§ m ú n õ § , on calcule§ m�â n õ ó m ú n § m ú n , où

ó m ú n õ ôøøõ þ ï ï
ý â û þ ïý 7 û ï þ

ö ùù÷ ç
d’où : § mÊâ n õ ôøøõ � ý�� þï �û úûï ý úû âû

ö;ùù÷
on calcule§ m û n õ ó m�â n § mÊâ n , oùó mÊâ n õ ôõ þ ï ïï þ ïï ú� þ

ö÷
ÿ

Donc, § m û n õ ôøøõ � ý�� þï �û úûï ï 2 �
ö;ùù÷ ÿ

La matrice§ m û n estainsitriangulairesuṕerieure,c’estla matrice ß recherch́ee.
D’autrepart,ona § m û n õ ó mÊâ n § m�â n õ ó m�â n ó m ú n § m ú n , on endéduitdoncque§ m ú n õ ê ó m ú n ì 
 ú ê ó mÊâ n ì 
 ú� �
	 �� § m û n�
�
	
�� ÿ
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Ainsi, § õ §6m ú n õ �­ß , avec� õ ôõ þ ï ïâ û þ ï7 û ï þ
ö÷ ôõ þ ï ïï þ ïï ý ú� þ

ö÷ õ ôõ þ ï ïâ û þ ï7 û ý ú� þ
ö÷
ÿ

Onaainsifactoriśe § sousla forme:§ õ ôõ þ ï ïâû þ ï7 û ý ú� þ
ö÷ ôõ � ý�� þï �û úûï ï 2 �

ö÷
ÿ

Pŕesantationdela méthoded’identification
Résoudre§ Ö õ Ü revient à résoudre�­ß Ö	õ Ü . Onposealors ú õ ß Ö , la

résolutiondusyst̀emeinitial revient à résoudresuccessivementlesdeuxsyst̀emes
triangulaires: � ��ú õ Üß Ö õ ú
��ú õ Ü ��¢ ôøøõ þ ï ï

â û þ ï7 û ý ú� þ
ö;ùù÷ ôøøõ ��ú� â� û

ö;ùù÷ õ ôøøõ ���
ö;ùù÷ ¢ ú õ ôøøõ �ú �ûú
2�

ö;ùù÷ ÿ
Finalement,on résout:

ß Ö	õ ú ��¢ ôøøõ � ý�� þï �û úûï ï û �
ö;ùù÷ ôøøõ ñVúñ âñ û

ö;ùù÷ õ ôøøõ �ú �ûú
2�
ö;ùù÷ ¢ Ö	õ ôøøõ þ��

ö;ùù÷ ÿ
Exercice20

Soit le syst̀emelinéaire§ Ö»õ Ü où :§ õ ôõ þ ï ý·�ï þ �� ý·� ï
ö÷

et Ü õ ôõ ��ý¤þ
ö÷
ÿ

Factorisonsla matrice§ enproduit ��ß .
Posons§ m ú n õ § , oncalcule§ m�â n õ ó m ú n § m ú n , oùó m ú n õ ôõ þ ï ïý�ï þ ïýª� ï þ

ö÷
ç
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d’où : § mÊâ n õ ôõ þ ï ý·�ï þ �ï ý·� þ��
ö÷

on calcule§ m û n õ ó m�â n § mÊâ n , oùó mÊâ n õ ôõ þ ï ïï þ ïï � þ
ö÷
ÿ

Donc, § m û n õ ôõ þ ï ý��ï þ �ï ï þ�3
ö÷
ÿ

La matrice§�m û n estainsitriangulairesuṕerieure,c’estla matriceß recherch́ee.
D’autrepart,ona § m û n õ ó mÊâ n § m�â n õ ó m�â nPó m ú n § m ú n . On endéduitdonc§ m ú n õ ê ó m ú n ì 
 ú ê ó mÊâ n ì 
 ú� �
	 �� § m û n�
�
	
�� ÿ

Ainsi, § õ § m ú n õ �­ß , avec� õ ôõ þ ï ïï þ ï� ï þ
ö÷ ôõ þ ï ïï þ ïï ý·� þ

ö÷ õ ôõ þ ï ïï þ ï� ý·� þ
ö÷
ÿ§ sefactorisedoncsousla forme:§ õ ôõ þ ï ïï þ ï� ý�� þ

ö÷ ôõ þ ï ý��ï þ �ï ï þ�3
ö÷
ÿ

Résolvonsle syst̀eme § Ö õ Ü . Celarevient à résoudre�­ß Ö õ Ü , c’est à
dire à résoudresuccessivementlessyst̀emes��ú õ Ü puis ß Ö õ ú .

��ú õ Ü �Ã¢ ôõ þ ï ïï þ ï� ý·� þ
ö÷ ôõ ��ú� â� û

ö÷ õ ôõ ��ý£þ
ö÷ ¢ ú õ ôõ ���

ö÷
ÿ

Finalement,on résout:ß Ö õ ú �Ã¢ ôõ þ ï ý·�ï þ �ï ï þ�3
ö÷ ôõ ñVúñ âñ û

ö÷ õ ôõ ���
ö÷ ¢ Ö	õ ôõ �ú ûû úû

ö÷
ÿ
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Exercice18

C’estunexerciesurle pivot deGauss.Soit le syst̀emelinéaire:

êªþ~ì � Scñ�ü"� õ þ ê
��úmìñ�ü"� õ � ê
� â ì
a)Appliquonsla méthodedeGaussclassiquèacesyst̀eme:
On éliminealorsle premiertermede la secondeligne ê
� â ì du syst̀eme(1) grâce

à la combinaisonlinéaire ê¤� â ì%ý æ â úæ/ú ú ê¤��úmì d’où le syst̀eme

êP�#ì � Scñ�ü�� õ þ ê¤��úmìï�ü�êªþ�ý ú� �Pþ=ìi� õ �tý ú � �Pþ ê¤��óâ ì
Si on poseS õ þjï 
 7 alorsle syst̀eme(2) s’écrit

êP� ó ì � þjï�
 7 ñZü�� õ þ ê
�iúmìï�üOê+þ�ý úúëö Ì�� ìº� õ �zý úúëö Ì�� �Pþ ê
�:óâ ì
SI on traite ce calculeavec un ordinateurfictif approchantles nombresflottants
(les ‘r éels’ sur ordinateur)avec3 chiffres décimauxsignificatifs,alorsdans(2’)
on aura ý£þjï 7 � 5 ý¤þ=ï 7 ç
et on obtiendraitainsi � 5 þ
d’où enreportantdansla premìerelignedusyst̀eme(2’) on trouve

ñ õ ï/ÿ
La solutiondu syst̀emedonńeeparcetordinateurfictif seraitalors êIï/çqþ~ì .

b) Permutantmaintenantlesdeuxlignesdusyst̀emeinitial (1). onrésoutdonc

ê
�Ðì � ñ�ü"� õ � ê
� â ìScñ�ü"� õ þ ê
��úmì
La méthodedeGaussdonne:

ê¤� ó ì � ñ�ü"� õ � ê¤� â ìï�ü�êªþ�ý � ú �Pþ~ìº� õ þ�ý �ú �Æ� ê¤� ó ú ì
Soit enposantS õ þ=ï�
 7 ,

êP� ó ì � ñZü�� õ � ê
� â ìï�üOê+þ�ý úëö Ì��ú �Pþ~ìº� õ þ�ý úëö Ì��ú �Æ� ê
�:óú ì
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D’où, avecle mêmeordinateurfictif, � 5 þ#ç
et enreportantdansla premìerelignedu syst̀eme(2’) on trouve

ñ 5 þ#ÿ
La solution du syst̀emedonńee par cet ordinateurfictif seraitalors ê+þ(çjþ~ì , très
prochedela solutionexactequi estbiensur êªþ#ÿÊï(ï#ï/þ#çFï�ÿ����	���Ðì .

La solutionobtenuegrâceau syst̀eme(1) sanspermutationde lignesester-
ronéecar, lors de l’ éliminationde Gauss,on divise par le pivot S õ þ=ï�
 7 , très
voisin dela précisiondela machineutilisée,d’où l’erreur numérique.En permu-
tantlesdeuxlignesdusyst̀emeon éviteceprobl̀emepuisquele nouveaupivot est
alorségalà þ , valeurtrèsgrandeparrapportà la précisiondela machine.

Exercice19

Résoudrele syst̀emesuivant:
a) En repŕesentantlesnombresenvirguleflottanteavec8 chiffressignificatifs,
b) puisexactement,

ê¤�Ðì � ñZüq� õ �êªþ�üJþ=ï 
�ý ì ñ�ü"� õ ��ü?þ=ï 
�ý
—————-
SOLUTIONaTAPER...

Exercice20

ôøøøøøøøøøøøøøõ

èqú ¥=ú ÿËÿWÿ ï ï ïæ â è â ¥ â ...
...

...æ û è û ¥ û. . . . . . . . .
. . . . . . . . .

. . . . . . . . .
...

...
... æ#ø 
 ú	èHø 
 ú ¥¹ø 
 úï ï ï ÿËÿWÿ æ#ø èHø

ö;ùùùùùùùùùùùùù÷
ôøøøøøøøøøøøøøõ

ñVúñ âñ û...
...ñDø 
 úñDø

ö;ùùùùùùùùùùùùù÷ õ
ôøøøøøøøøøøøøøõ

x�úx âx û...
...x(ø 
 úx(ø

ö;ùùùùùùùùùùùùù÷
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Triangularisation: Onannuleæ â enfaisant� â � � â ýW�iú Ò �è � , onaalors:�����������������

��� ��� ����� � � �� �"!$#&%"'(*) �+! ...
...

...,
- � - � -
.. .

. . .
. . .

. . .
. . .

.. .
. . .

.. .
. . .

...
...

... ,/./0 �1� ./0 �2� ./0 �� � � ����� ,/. � .

3�4444444444444445

����������������

6 �6 !67-
...

...68.�0 �6 .

3�444444444444445
9
����������������

: �: ! # % '( ) : �: -
...

...: ./0 �: .

3�444444444444445
Si onpose; þ ú õÑÿ �è � ��ú õ ü �è ú (et ¥¹ø õ ï )þ à õ ÿ éè é 
�Ò+<�é Ì � ��à õ ü é 
�Òié � é Ì �è é�
�Òié=<�é Ì � pour ä õ ��çjÿWÿËÿËç �
Cetteétapes’écrit alors�����������������

��� ��� ����� � � �� �"!$# , !+>?� �+! ...
...

..., - � - � -
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

...
...

... , ./0 � � ./0 � � .�0 �� � � ����� , . � .

3 4444444444444445

����������������

6 �6 !67-
...

...68.�0 �67.

3 444444444444445
9
����������������

: �: ! # , !�@
�: -
...

...: ./0 �: .

3 444444444444445
——— ?????????????—————– COMPleterici ————-
Et ainsidesuite.. . On retrouvebienlesformulespropośees.
Nombred’opérations:þ úBA þ opération��úBA þ opérationþ àCA þ division ü?þ soustractionü?þ multiplication, ê � ý¡þ=ì fois��àCA þ division üJ� soustractionüJ� multiplication, ê � ý¡þ=ì fois� ø/D y�K�y èFE K A ê � ývþ=ìqê+þ soustractionü?þ mutliplicationì
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Exercice21

Résolutiond’un syst̀emedans£ â� ñ'ýnñ�â�ýu��â õ ï ê+þ=ì�Zýnñ â ü�� â õ ï êP�(ì
êªþ~ì � ê�ñíý þ� ì â ýu� â õ þ�ê¤�#ì � ê
�tü þ� ì â ýPñ â õ þ�

1. Méthodedu point fixe.� ñDø=ù�ú õ ñ�âø ü"��âø õ X ê�ñDø�ç��åø#ì�]øjù�ú õ ñ�âø ýu��âø õ � ê�ñDø�ç��]ø(ì
NB : pourquele processusdu pointfixeconverge,il suffit que

� õ È s
G�/H�I »KJ XJ ñ�½ â ül»LJ XJ ��½ â üÂ»MJ �J ñ ½ â ül»NJ �J �Þ½ â î�þ
ici, ÞQê�ñ ç��/ì õ ñ�â%ü���â et OQê�ñ ç��Ýì õ ñ�â ýu��â , donc,� õ È s
GPRQãÝö ` ê¤�åñ�ì â üOêP���/ì â ü�ê¤�åñ�ì â üJýZê¤���Ýì â õ È sSG ` 3Dê�ñ â ü"� â ìiî�þ
c.à.d.que È s
G PRQãÝö ` ñ â ü�� â î úâ 0 â .
Pour ñ�ö õ ï/ç*3 et �]ö õ ï/ç�� , ona :� ñDø �]øþ ï/ç*3 ï/ç���3� ï/ç*3��(ï	� ï/ç��#ï����� ï/ç*���(ï�� ï/ç���3���3� þ#ç��]ï	�Ðï ï/ç��]ï�3/þ
Ce proćed́e diverge-t-il? Il faut montrerqu’en ê�Zñ ç�Z��ì , on a

` ñ â ü"� â ÷úâ 0 â . Or, ñDø=ù�ú õ ñ âø üY� âø donc Zñ õ Zñ â üÑZ� â . Ainsi, È sSG ` 3Dê�Zñ â ücZ� â ì õÈ sSG H 3«Zñ , et H 3«ZñÈî þ implique que H ZñÒî úâ 0 â , ce qui est impossible

puisque Zñ�T ï/ç�3 . Donc, H ZñUT H ï/ç*3VT�ï/ç*3��J÷ ï/ç*��� . . . La méthode
diverge.
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2. Méthodede Newton.Ö ø=ù�ú õYÖ ø�üq! Ö ø , avecÖ ø õ » ñDø�]ø�½ , et

ñDø õ þåZø » ý�ÞQê�ñDøÝç��åø#ì �WJ OJ � ê�ñDø�ç��]ø(ì üXJ ÞJ � ê�ñDø�ç��]ø#ì ½�]ø õ þåZø » ý J ÞJ ñ ê�ñDø/ç��]ø(ì �SOíê�ñDø�ç��]ø(ì ü J OJ ñ ê�ñDøÝç��]ø(ì ½åZø õ » J ÞJ ñ � J OJ � ý J ÞJ � � J OJ ñ ½
Ici,

ÞQê�ñ ç��Ýì õ ñQýPñ â ýu� â ¢ J ÞJ ñ õ þ�ý��åñJ ÞJ � õ ý����OQê�ñ ç��Ýì õ � ýPñ â ü�� â ¢ J OJ ñ õ ý��åñJ OJ � õ þ�üq���
Parconśequent,Newtons’écrit :

ñDøjù�ú õ ñDø�ü ê�ñ âø ü"� âø ý ñDødìqêªþ üJ���åø#ìMüOê+ý����]ø#ìqê��]øzýPñ âø ýu� âø ìêªþ�ý"�åñDø#ìqê+þ üq���]ø(ì�ýJê+ý��åñDøÐìqê+ý����åø#ì�]øjù�ú õ �åø�ü ê¤�åñDø¶ývþ~ì ê
�åøtýPñ�âø ü"��âø ìMü�ê�ñDøtýPñ�âø ýu��âø ìqêªý��~ñDødìê+þ�ý"�åñDøÐìqêªþ�üJ���åøÐì%ýJê¤�åñDødì êP���åø(ì
Pour ñ�ö õ ï/ç*3 et �]ö õ ï/ç�� , ona :� ñDø �åøï ï�ç*3 ï�ç��þ ï�ç*3 ï�ç���3� ÿËÿËÿWÿ� ï�ç���� õ Zñ ï�ç��j� õ Z�



MéthodesnumériquesavecJava 88

3.5 Mise enœuvreenJava

3.5.1 Les tableaux multidimensionnelsenJava

Les tableauxmultidimensionnelsen Java correspondent̀a des tableauxde
tableaux.Ce sont donc desobjetset les déclarersansles construireavec new
consisteà réserver une adressepour l’objet. Il est alors possiblede construire
séparemmentlessous-tableauxqui nesontpasnécessairementdetaille identique.

On peut donc,soit créer destableauxde taille homog̀enes,commedansla
constructionqui suit :

int [] [] t = new int[5][10] ;

soit construiredessous-tableauxdetaillesdistinctes,commeci-dessous:

int m [] [];
m = new int [3] []; // tableau pouvant contenir les 3 adresses

// des sous-tableaux
m[0] = new int[2];
m[1] = new int[4];
m[2] = new int[1];

Notonsaussiquele calculdela longueurd’un tableaumultidimensionnelavec
length correspondaudomainedevariationdepremierindicedutableau: ainsi,
dansl’exemplepréćedent,m.length vaut3.

3.5.2 Une classematrice

Onconstruitci-dessousuneclassematricequi permetdedéfinir lesopérateurs
matricielsclassiques,d’une manìerenon exhaustive. A partir de cetteconstruc-
tion, le lecteurpourrafacilementajouterlesopérateursdontil abesoinens’inspi-
rantdeceuxdéjà définis.

Le stockagedescoefficientsde la matricesefait grâceà un tableaud’objets
du type vecteurquel’on a définit dansle premierchapitre,chacundesvecteurs
ayantla mêmetaille. Cetableauestprivéet on définit lesfonctionscoef( , )
et toCoef( , , ) qui permettentrespectivementd’aller rechercherun coeffi-
cientet d’enchangerla valeur.

public class matrice
{

private vecteur[] composant;

matrice (int dim1, int dim2)
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/** constructeur creant une matrice de coefficients nuls
* de dim1 lignes
* et dim2 colonnes
*/

{
composant = new vecteur [dim1];
for (int i=0; i<dim1; i++)

composant[i] = new vecteur(dim2);
}

matrice (double tableau [][])
/** constructeur creant une matrice a partir du

* parametre tableau
*/

{
composant = new vecteur [tableau.length];
for (int i=0; i<tableau.length; i++)

composant[i] = new vecteur (tableau[i]);
}

public int nbLignes()
/** renvoie le nombres de lignes de la matrice

*/
{ return composant.length; }

public int nbColonnes()
/** renvoie le nombre de colonnes de la matrice

*/
{ return composant[0].dim(); }

public double coef(int nl, int nc)
/** renvoie le coefficient a la position (nl, nc)

*/
{ return composant[nl].elt(nc); }

public void toCoef(int i, int j, double x)
/** affecte la valeur de x au coefficient a la

* position (nl, nc)
*/

{ composant[i].toElt(j, x); }
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void afficher()
/** affiche les coefficients de la matrice

*/
{

for (int i=0; i<nbLignes(); i++)
{

for (int j=0; j<nbColonnes(); j++)
System.out.print(coef(i,j)+" ");

System.out.println("");
}
System.out.println("");

}

public static vecteur produit(matrice m, vecteur x)
/** renvoie le vecteur obtenu en multipliant

* la matrive m par le vecteur x
*/

{
vecteur y = new vecteur(m.nbLignes());
for (int i= 0; i<m.nbLignes(); i++)
{

double somme = 0.0;
for (int j= 0; j<m.nbColonnes(); j++)

somme += m.coef(i,j) * x.elt(j);
y.toElt(i, somme);

}
return y;

}

public static matrice produit(matrice m1, matrice m2)
/** renvoie la matrice obtenue en multipliant les deux

* matrices m1 et m2
*/

{
matrice result = new matrice(m1.nbLignes(), m2.nbColonnes());
for (int i=0; i<m1.nbLignes(); i++)

for (int j=0; j<m2.nbColonnes(); j++)
{

double somme = 0.0;
for (int k=0; k<m1.nbColonnes(); k++)

somme += m1.coef(i,k) * m2.coef(k,j);
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result.toCoef(i, j, somme);
}

return result;
}

public static matrice addition(matrice m1, matrice m2)
/** renvoie la matrice obtenue en additionnant les deux

* matrices m1 et m2
*/

{
matrice result = new matrice(m1.nbLignes(), m2.nbColonnes());
for (int i=0; i<m1.nbLignes(); i++)

for (int j=0; j<m2.nbColonnes(); j++)
result.toCoef(i, j, m1.coef(i,j) + m2.coef(i,j));
return result;

}

public static matrice soustraction(matrice m1, matrice m2)
/** renvoie la matrice obtenue en soustrayant la matrice m2

* a la matrice m1
*/

{
matrice result = new matrice(m1.nbLignes(), m2.nbColonnes());
for (int i=0; i<m1.nbLignes(); i++)

for (int j=0; j<m2.nbColonnes(); j++)
result.toCoef(i, j, m1.coef(i,j) - m2.coef(i,j));
return result;

}

}

Programmedetest:

class testMatrice
{

public static void main(String args[])
{

double [][] t1 = { {1., 2., 3.}, {4., 5., 6.} };
double [][] t2 = { {2., 4.}, {4., 2.}, {1., 1.} };
double [][] t3 = { {2., 3., 2.}, {5., 6., 5.} };
double [] t = {2., 1., 0.};
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matrice m1 = new matrice(2, 3);
for (int i=0; i<m1.nbLignes(); i++)

for (int j=0; j<m1.nbColonnes(); j++)
m1.toCoef(i, j, t1[i][j]);

System.out.println("matrice m1 :"); m1.afficher();

matrice m2 = new matrice(t2);
System.out.println("matrice m2 :"); m2.afficher();

matrice m3 = new matrice(t3);
System.out.println("matrice m3 :"); m3.afficher();

vecteur x = new vecteur(t);
System.out.println("vecteur x :"); x.afficher();
vecteur y = matrice.produit(m1, x);
System.out.println("m1*x :"); y.afficher();

matrice m4 = matrice.produit(m1, m2);
System.out.println("m1*m2 : "); m4.afficher();

m4 = matrice.addition(m1, m3);
System.out.println("m1+m3 : ");m4.afficher();

m4 = matrice.soustraction(m1, m3);
System.out.println("m1-m3 : ");m4.afficher();

}
}

L’exécutiondu programmepréćedentgéǹerel’affichagesuivant:

java testMatrice
matrice m1 :
1.0 2.0 3.0
4.0 5.0 6.0

matrice m2 :
2.0 4.0
4.0 2.0
1.0 1.0
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matrice m3 :
2.0 3.0 2.0
5.0 6.0 5.0

vecteur x :
2.0 1.0 0.0
m1*x :
4.0 13.0
m1*m2 :
13.0 11.0
34.0 32.0

m1+m3 :
3.0 5.0 5.0
9.0 11.0 11.0

m1-m3 :
-1.0 -1.0 1.0
-1.0 -1.0 1.0

3.5.3 Une classeabstraite de syst̀emelinéaire

Nous allons être ameńe à traiter et en particulier à résoudredessyst̀emes
linéairesdedifférentesnatures,̀a savoir triangulairesuṕerieurou inférieur, à dia-
gonalunité ou non,ou encoredessyst̀emesgéńeraux.Lesgrandesbibliothèques
connuesdetypeBLAS (BasicLinearAlgebraSubroutine)construisentautantde
fonctionsderésolutiondistinctesqu’il y a de typesdifférentsdesyst̀emes.S’ap-
puyantsur le principe de réutilisabilité de la programmationobjet, nousallons
définir uneclasseabstraitegéńeralequi serale dénominateurcommundetousles
syt̀emeslinéaireset donthériteralesclassessṕecialiśees.

On considereraqu’un syst̀eme linéaire ne peut être construit qu’apr̀es la
constructioneffective de la matrice et du secondmembredu syst̀eme et le
constructeurd’un syst̀emene peutdoncsefaire qu’avecsesdeuxéléments.Par
ailleurs,la seuleméthodequi nousintéresse,pour l’instant, estcelle qui calcule
la solutiondu syst̀eme.Cetterésolutionpeutéventuellementconduireà un échec
si la matriceestsingulìereetnonallonspourcelafairela gestiond’uneexception
SysLinEception succeptibled’êtrelevéeencoursdecalcul.

La classeabstraitegéńeraleet la classed’exceptionassocíee sont alors les
suivantes:
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class SysLinException extends Exception{
public String toString(){

return( "Systeme singulier");
}

}

abstract class sysLin{
int ordre;
protected matrice matriceSysteme;
protected vecteur secondMembre;
sysLin (matrice m, vecteur x){

matriceSysteme = m;
secondMembre = x;
ordre = x.dim();

}
abstract public vecteur resolution() throws SysLinException;

}

3.5.4 Lesclassessyst̀emeslinéairestriangulair es

Nouspouvonsécriremaintenantuneclassedesyst̀emeslinéairestriangulaires
suṕerieursqui va implémenterla méthoderesolution et gérer l’exception
SysLinException lorsqu’unélémentdela diagonaledela matriceestnul :

class sysTriangSup extends sysLin {

sysTriangSup(matrice m, vecteur x) { super(m,x); }

public vecteur resolution() throws SysLinException {
vecteur x = new vecteur(ordre);
double somme;
for (int i=ordre-1; i>=0; i--){

somme=secondMembre.elt(i);
for (int j=i+1; j<ordre; j++)

somme -= matriceSysteme.coef(i,j) * x.elt(j);
double termDiagonal = matriceSysteme.coef(i,i);
if (termDiagonal == 0) throw new SysLinException();
x.toElt(i, somme / matriceSysteme.coef(i,i));

}
return x;

}
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}

Pourtesternotreclasse,il nousfautsaisirla matriceet le secondmembredu
syst̀eme.Pourcelanousallonspasserparl’intermédiaired’un fichierenreprenant
lesconstructionsqui ont ét́e présent́eesaupremierchapitreet eny ajoutantl’uti-
lisationd’un analyseurdetypeStringTokenizer qui vapouvoir décomposer
uneligneconstitúeedeplusieursvaleursnumériquesetlesextraire.Unelectureat-
tentivedu listing qui suit permetfacilementd’encomprendrele fonctionnement:
tout est baśe sur l’utilisation de la fonction nextToken() qui décomposela
châınejusqu’auprochainséparateur.

import java.io.*;
import java.util.*;
class bibMatFileIn{

FileReader fichier=null;
BufferedReader lecbuf;

public bibMatFileIn(String nomfichier) {
try{

fichier = new FileReader (nomfichier);
lecbuf = new BufferedReader (fichier);

}
catch (FileNotFoundException e){

System.out.println("fichier inexistant ! ");
}

}

vecteur lectureVecteur(){
String line, word;
vecteur vlu=null;
try{

// lecture taille du vecteur (sur 1 ligne) :
line = lecbuf.readLine();
int nb = Integer.parseInt(line);
vlu = new vecteur(nb);
// lecture coef. du vecteur (sur 1 ligne) :
int n=0;
line = lecbuf.readLine();
StringTokenizer st = new StringTokenizer(line);
// while ((word=st.nextToken()) != null)
for(int i=0; i<nb; i++){

word = st.nextToken();
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vlu.toElt(n++, Double.valueOf(word).doubleVal ue() );
}

}
catch(IOException e){

System.out.println("erreur de lecture");
}
catch(NumberFormatException e){

System.out.println("erreur conversion chaine");
}
return vlu;

}

matrice lectureMatrice(){
String line, word;
matrice mlu=null;
StringTokenizer st;
try{

// lecture ordre matrice (sur 1 ligne) :
line = lecbuf.readLine();
st = new StringTokenizer(line);
word = st.nextToken();
int nbLignes = Integer.parseInt(word);
word = st.nextToken();
int nbColonnes = Integer.parseInt(word);
mlu = new matrice (nbLignes, nbColonnes);
// lecture coef. matrice, ligne par ligne :
for (int i=0; i<nbLignes; i++){

line = lecbuf.readLine();
st = new StringTokenizer(line);
for (int j=0; j<nbColonnes; j++){

word = st.nextToken();
mlu.toCoef(i,j, Double.valueOf(word).doubleVa lue( ));

}
}

}
catch(IOException e){

System.out.println("erreur de lecture");
}
catch(NumberFormatException e){

System.out.println("erreur conversion chaine");
}
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return mlu;
}

public void fermer(){
try{ fichier.close(); }
catch (IOException e) {

System.out.println("Le fichier ne peut pas être fermer");
}

}
}

Nous écrivons ensuiteune classede test qui va mettreen œuvreune pro-
grammeprincipal:

class testSysTriangSup{
public static void main(String args[]){

bibMatFileIn f = new bibMatFileIn("donnee.dat");
// on lit dans le fichier "donnee.dat" :
// l’ordre de la matrice : nblignes et nbcolonnes sur 1 ligne
// les coef. de la matrice ligne par ligne
// la taille du second membre sur 1 ligne
// les coef. du second membre sur 1 ligne
// Attention : les dimensions matrices et vecteurs doivent
// etre corrects ... pas de verification !
matrice m = f.lectureMatrice();
vecteur b = f.lectureVecteur();
f.fermer();
System.out.println(" SYSTEMELU");
System.out.println("La matrice lue est : "); m.afficher();
System.out.println("Le sd membre lu est : "); b.afficher();
sysTriangSup sts = new sysTriangSup(m, b);
try{

vecteur x = sts.resolution();
System.out.println("La solution trouvee est : "); x.afficher();
vecteur v = matrice.produit(m, x);
System.out.println("Verification - le produit de la matrice "+

"par la solution vaut :");
v.afficher();

}
catch (SysLinException e){

System.out.println(e);
}



MéthodesnumériquesavecJava 98

}
}

Onprésentemaintenantdeuxtestsd’exécution.
Le fichierdedonńeesdu premiertestcontient
– surla premìereligne, lesdimensionsdela matrice(5,5);
– surles5 lignesqui suivent,chacunedeslignesdela matrice;
– surla lignesuivante,la taille duvecteursecondmembre;
– surla dernìereligne, lescoefficientsdu secondmembre.
Le fichierestdoncle suivant:

5 5
1 2 3 4 5
0 7 8 9 8
0 0 6 7 3
0 0 0 5 6
0 0 0 0 1
5
5 4 3 2 1

L’affichagegéńeŕe parle programme,̀apartir decefichier, estle suivant:

java testSysTriangSup
SYSTEMELU

La matrice lue est :
1.0 2.0 3.0 4.0 5.0
0.0 7.0 8.0 9.0 8.0
0.0 0.0 6.0 7.0 3.0
0.0 0.0 0.0 5.0 6.0
0.0 0.0 0.0 0.0 1.0

Le sd membre lu est :
5.0 4.0 3.0 2.0 1.0
La solution trouvee est :
1.6190476190476195 -0.6095238095238098 0.9333333333333336 -0.8 1.0
Verification - le produit de la matrice par la solution vaut :
5.0 4.0 3.000000000000001 2.0 1.0

Le deuxìeme test sert à vérifier le bon fonctionnementde l’exception qui
détecteun syst̀emesingulier. Le fichierdedonńeesestle suivant:

5 5
1 2 3 4 5
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0 7 8 9 8
0 0 6 7 3
0 0 0 5 6
0 0 0 0 0
5
5 4 3 2 1

L’affichagegéńeŕe parle programme,̀apartir decefichier, estle suivant:

java testSysTriangSup
SYSTEMELU

La matrice lue est :
1.0 2.0 3.0 4.0 5.0
0.0 7.0 8.0 9.0 8.0
0.0 0.0 6.0 7.0 3.0
0.0 0.0 0.0 5.0 6.0
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

Le sd membre lu est :
5.0 4.0 3.0 2.0 1.0
Systeme singulier

Nous construisonsensuiteune classesyst̀emetriangulaireinférieuresur le
mêmemod̀ele, mais en ne s’intéressantqu’au casoù la matriceest,de plus, à
diagonaleunitée.En effet, c’est cecasqui serarencontŕe lorsquel’on mettraen
œuvrela méthodedefactorisationLU.

class sysTriangInfUnite extends sysLin{

sysTriangInfUnite (matrice m, vecteur x) { super(m, x); }

public vecteur resolution() {
vecteur x = new vecteur(ordre);
double somme;
for (int i=0; i<ordre; i++){

somme = secondMembre.elt(i);
for (int j=0; j<i; j++)

somme -= matriceSysteme.coef(i,j) * x.elt(j);
x.toElt(i, somme);

}
return x;

}
}
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3.5.5 La classesyst̀emes linéaires générals impl émentant la
factorisation LU

Rappelssur l’algorithme de calcul descoefficientsde L et deU

Nousprésentonsici un algorithmedecalculeffectif descoefficientsdesma-
trices � et ß qui factoriseunematrice§ d’ordre � . � estunematricetriangulaire
inférieureàdiagonaleunitéet ß estunematricetriangulairesuṕerieure.

Nousproćedonsparidentificationàpartir du produit§ õ ��ß
avec � à/á õ ï si îQ÷Jä , � à/á õ þ si î õ ä et ß9à/á õ ï si îíîJä .

La formuledu produitmatriciels’écrit :§·à/á õ øY ü ã�ú � à ü ß ü á
Onconsid̀erealorslesdeuxcassuivants:
– îQîJä
– î � ä... à finir ...

Complémentsde la classematrice avecla méthodede factorisation LU

L’algorithmede factorisationLU d’une matricene concerneque la matrice
et doit donc trouver sa placedansla classematrice . C’est pour cetteraison
quenouscompl̀etonscelle-ciavecla méthodesuivante,qui reprendsl’algorithme
préćedent:

public void factorLU() throws SysLinException
/** calcul de la factorisation LU de la matrice courante

* les coefficients de L et de U sont stockes en lieu et place
* des coefficients de memes rangs de la matrice d’origine
*/

{
int i, j, k;
double somme, coefDiagonal;
for (i=0; i<nbLignes(); i++) {

for (j=0; j<i; j++) {
somme=coef(i,j);
for (k=0; k<j; k++)

somme -= coef(i,k)*coef(k,j);
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coefDiagonal = coef(j,j);
if (coefDiagonal == 0) throw new SysLinException();
toCoef(i, j, somme/coefDiagonal);

}
for (j=i; j<nbColonnes(); j++) {

somme=coef(i,j);
for (k=0; k<i; k++)

somme -= coef(i,k)*coef(k,j);
toCoef(i, j, somme);

}
}

}

La classesyst̀emegénéral r ésolupar factorisation LU

Nouspouvonsalorsdéfinir uneclassesyst̀emegéńeralrésoluparuneméthode
de factorisationLU. C’est la classequi suit danslaquelleon noteraque l’on
a ajout́e uneméthoderesolutionPartielle() qui permetde résoudrele
syst̀emelorsquela matriceestdéjà sousla forme factoriśee.Il faut,en effet, se
rappelerque l’un des intér̂ets de cetteméthodede factorisationest qu’elle ne
nécessitepasde refactoriserla matrice(opérationla plus coûteuse)lorsquel’on
doit résoudreplusieurssyst̀emesavec la mêmematrice.Par exemple,le calcul
de l’inversed’unematriced’ordren sefait enrésolvantn syst̀emesayanttousla
mêmematrice: c’est la matriceà inverser. Les secondsmembressont,quantà
eux,lesn vecteursdela basecanonique.

La classesyst̀emegéńeral avecméthodede factorisationLU estdoncla sui-
vante:

class sysGeneLU extends sysLin {

sysGeneLU (matrice m, vecteur x) { super(m,x); }

public vecteur resolution() throws SysLinException {
vecteur x = null;
try{

matriceSysteme.factorLU();
sysTriangInfUnite sysTIU = new sysTriangInfUnite( matriceSysteme,

secondMembre);
x = sysTIU.resolution();
sysTriangSup sysTS = new sysTriangSup( matriceSysteme,

x);
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x = sysTS.resolution();
}
catch (SysLinException e) { System.out.println(e); }
return x;

}
public vecteur resolutionPartielle() throws SysLinException {

sysTriangInfUnite sysTIU = new sysTriangInfUnite( matriceSysteme,
secondMembre);

vecteur x = sysTIU.resolution();
sysTriangSup sysTS = new sysTriangSup( matriceSysteme,

x);
try{ x = sysTS.resolution(); }
catch (SysLinException e) { System.out.println(e); }
return x;

}
}

Exempled’exécution avecfichier de donnéeset traitement d’exception

Nousavonsécrit un programmedetesttout à fait similaireà celuiqui aservit
à testerla résolutiond’un syst̀emetriangulairesuṕerieur:

class testSysGeneLU{
public static void main(String args[]){

bibMatFileIn f = new bibMatFileIn("donneeSGLU.dat ");
matrice m = f.lectureMatrice();
vecteur b = f.lectureVecteur();
f.fermer();
System.out.println(" SYSTEMELU");
System.out.println("La matrice lue est : "); m.afficher();
System.out.println("Le sd membre lu est : "); b.afficher();
matrice mcopy = new matrice(m.nbLignes(), m.nbColonnes());
mcopy.recopier(m);
sysGeneLU sglu = new sysGeneLU(m, b);
try{

vecteur x = sglu.resolution();
System.out.println("La solution trouvee est : "); x.afficher();
vecteur v = matrice.produit(mcopy, x);
System.out.println("Verification - le produit de la matrice "+

"par la solution vaut :");
v.afficher();
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}
catch (SysLinException e){

System.out.println(e);
}

}
}

Pourfairela vérification,on peutremarquerqu’il a ét́e nécessairederecopier
la matriced’origine dansuneautrematrice,puisquela matriced’origine severra
transformerlorsdel’appel desafactorisationsousla formeLU.

Il fautdonccompĺeterla classematricedela manìeresuivantepoury ajouter
la méthoderecopier :

public void recopier(matrice m)
/** recopie la matrice m dans la matrice courante

*/
{

for (int i=0; i<nbLignes(); i++)
for (int j=0; j<nbColonnes(); j++)

toCoef(i, j, m.coef(i,j));
}

Voici le fichier testqui a ét́eutilisé :

5 5
1 2 3 4 5
2 5 1 6 7
2 6 1 8 6
5 6 4 7 7
2 5 5 2 2
5
5 4 3 2 1

Voici le résultatdel’affichageduprogramme:

java testSysGeneLU
SYSTEMELU

La matrice lue est :
1.0 2.0 3.0 4.0 5.0
2.0 5.0 1.0 6.0 7.0
2.0 6.0 1.0 8.0 6.0
5.0 6.0 4.0 7.0 7.0
2.0 5.0 5.0 2.0 2.0
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Le sd membre lu est :
5.0 4.0 3.0 2.0 1.0
La solution trouvee est :
-1.1396574440052718 -0.29776021080368853 0.5335968379446643
0.11594202898550718 0.9341238471673253
Verification - le produit de la matrice par la solution vaut :
5.0 3.9999999999999982 2.999999999999999 1.9999999999999947 1.0



Chapitr e 4

Graphisme scientifiqueavecJava

4.1 Applets

Une appletestun programmequi est inclus dansunepageHTML et qui va
doncêtreexécuterpar le navigateurlisant cettepage,à conditionqu’il poss̀ede
les fonctionnalit́espour le faire. Il doit donccontenirunemachinevirtuelle Java
compresśee (c’est le casdesnavigateursusuelsqui contiennentaujourd’huiun
noyauJavacorrespondant̀aunJDK 1.1).

La classejava.applet.Applet doit êtrela classemèrede touteapplet
inclusedansun document.

4.1.1 Un premier exemple

LeprogrammeHelloWorld.java suivantdéfinit uneappletHelloWorld qui
utilise un objet Graphics qui constitueun élémentde basede la bibliothèque
awt qui est repris avec plus de précisiondansle paragraphe4.2. Cetteapplet
utilise la méthodedrawString sur cet objet, ce qui lui permetd’afficher une
châınedecaract̀eresàunepositiondonńeesurla fenêtrecourantedunavigateur.

import java.applet.App le t ;
import java.awt.Graphi cs ;

public class HelloWorld extends Applet {
public void paint(Graphics g) {

g.drawString(" Hell o world", 50, 25);
}

}

Il faut noterdès à présentquecetteappletne poss̀edepasde point d’entŕee
main() , celui-ci setrouvegérerimplicitementparle navigateur.

105
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Voici maintenantunexempledepageHTML qui appellel’applet :

<html>
<head>

<title> Un exemple d’applet </title>
</head>
<body>

<applet code="HelloWorl d. cl as s" width=150 height=25>
</applet>

</body>
</html>

En appelantcettepageHTML dansun navigateur intégrantJava, on verra
apparâıtre dansle navigateurle message“Hello world”.

4.1.2 Passagede paramètres

La méthodesuivantepermetderécuṕererdesparam̀etrespasśesà uneapplet
dansunepageHTML :

public String getParameter(St ri ng name)

Cetteméthodenepeutêtreappeĺeequedanslesméthodesinit() oustart()
d’uneapplet(cesméthodessontdécritesplusloin).

Voici doncunenouvelleversionHelloWorld2.java

import java.applet.App le t;
import java.awt.Graphi cs ;

public class HelloWorld2 extends Applet {
String e;
public void init() { e=getParameter( "mes sa ge"); }
public void paint(Graphics g) { g.drawString(e, 50, 25); }

}

Voici un exempledepageHTML qui appellel’applet :

<html>
<head>

<title> Un exemple d’applet avec param ètres</tit le >
</head>
<body>

<applet code="HelloWord 2. cl as s" width=150 height=25>
<param name="message" value="Bonjour ">
</applet>

</body>
</html>
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4.1.3 Cyclede vie

Le navigateurutilisé pour exécuterl’applet contr̂ole la vie et l’activation de
l’applet grâceauxquatresméthodessuivantes:

– public void init() estappeĺeeapr̀esle chargementdel’appletdans
la pagehtml ;

– public void stop() estappeĺeechaquefois quele navigateurarr̂et
l’exécutiondel’applet,soitparcequel’utilisateurchangedepageweb,soit
parcequ’il iconifie le navigateur;

– public void start() est appeĺee chaque fois que l’applet doit
démarrer, apr̀esinit() ou apresun stop() lorsquel’utilisateur revient
surla pagewebcontenantl’appletou lorsqu’il désiconifiele navigateur;

– public void destroy() est appeĺee à la fermeturedu navigateur.
Elle détruit lesressourcesallouéespourl’applet.

4.1.4 Compléments

Nous donnonsbrièvement et de manìere non exhaustive quelquespoints
d’entŕeepourleslecteursdésirantutiliser lesaspectsmultimédiadeJavamaisque
nousn’utiliseronspasdansle cadredesapplicationsprésent́eesdanscetouvrage.

Desméthodessontdisponiblespourrécuṕererdesimageset dessons:
– public Image getImage(URL url) ;
– public Image getImage(URL url, String name) ;
– public AudioClip getAudioClip(URL url) ;
– public AudioClip getAudioClip(URL url, String

name) ;
Desméthodesdela classejava.applet.AudioClip permettentdema-

nipulerlessonsainsirécuṕeŕes:
– public abstract void play() ;
– public abstract void loop() ;
– public abstract void stop() .
Desméthodessontégalementdisponiblespourjouerdirectementlessons:
– public void play(URL url) ;
– public void play(URL url, String name) .

4.2 Gestionde fenêtresavecAWT

4.2.1 Tracésdansdesapplets

Nous décrivons commenteffectuer des traćes géoḿetriquesdans la zone
graphiqued’une applet. Nous utilisons pour cela des méthodesde la classe
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java.awt.Graphics . Elles sontrésuḿeesci-dessous.(unedescriptionplus
préciseseratrouvédansla documentationdesAPI).

– public void draw3DRect(int x, int y, int width,
int height, boolean raised) traceun rectangleenrelief ;

– public abstract void drawArc(int x, int y, int
width, int height, int startAngle, int arcAngle)
traceunarcdecercle;

– public abstract void drawLine(int x1, int y1, int
x2, int y2) traceun segmentdedroite;

– public abstract void drawOval(int x, int y, int
width, int heignt) traceuneellipse;

– public abstract void drawPolygon(int xPoints[],
int yPoints[], int nPoints) traceunpolygone;

– public void drawRect(int x, int y, int width, int
height) traceun rectanglevide;

– public abstract void drawRoundRect(int x, int
y, int width, int height, int arcWidth, int
arcHeight) traceun rectanglevide à bordsarrondis;

– public void fill3Drect(int x, int y, int width,
int height, boolean raised) traceun rectanglepleinenrelief ;

– public abstract void fillArc(int x, int y, int
width, int height, int startAngle, int arcAngle)
traceunarcdecercleplein;

– public abstract void fillOval(int x, int y, int
width, int heignt) traceuneellipsepleine;

– public abstract void fillPolygon(int xPoints[],
int yPoints[], int nPoints) traceunpolygoneplein;

– public abstract void fillRect(int x, int y, int
width, int height) traceun rectangleplein;

– public abstract void fillRoundRect(int x, int
y, int width, int height, int arcWidth, int
arcHeight) traceun rectangleplein àbordsarrondis.

Voici un exempled’appletcontenantdesgraphiques:

import java.awt.*;

public class Test extends java.applet.Ap pl et {
public void paint(Graphics g) {

int i;
g.setColor(Col or .y el low );
for (i= 0; i<14; i++)

g.drawLine(10, 10+16*i, 10+16*i, 218);
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for (i= 0; i<14; i++)
g.drawLine(10+ 16*i, 10, 218, 10+16*i);

for (i= 0; i<14; i++)
g.drawLine(10, 218-16*i, 10+16*i, 10);

for (i= 0; i<14; i++)
g.drawLine(10+ 16*i , 218, 218, 218-16*i);

}
}

Pour terminer, nous signalonsque, dans la suite de cet ouvrage, nous
présenteronsprincipalementdesapplicationsgraphiquesautonomeset non sous
forme d’applets,car ellessont,de fait, plus géńerales.Les indicationsdonńees
préćedemmentsontsuffisantespourpermettreunetransformationassezfacilede
cesapplicationsautonomesenapplets.

4.2.2 Construir e desinterfacesfenêtrées

Une première fenêtre

Dansl’exemplequi suit,on construitunesimplefenêtred’unedimensionini-
tiale,avecun titre. La fenêtreconstruitedérivedela classeFrame qui permetde
définir desfenêtresavecbarredetitre, menu,bords,etc...

On utilise WindowListener pourpouvoir gérerla fermeturede la fenêtre
qui s’effectuelorsquel’utilisateurcliquesurl’ic ônesuṕerieuredroitedubandeau
defenêtre: il fautalorsdécrirequi gèredesévènementsdecetype.DansJava1.1
etsuṕerieur, cettegestionsefait pardes” écouteurs”d’évènements(listener ).
Ici, pour un objet héritantde WindowListener , on semettra” à l’ écoutedes
évènements”grâceà la méthodeaddWindowListener .

WindowListener estuneinterface(c’estuneclasseabstraiteparticulìere,
sansvariabled’instanceet où touteslesméthodessontabstraites: on repŕesente
ainsiunensembledecomportementsqui doiventêtreimplément́esdanslesclasses
qui implémententcetteinterface).Elle contientun certainnombrede méthodes
abstraitesqu’il faut red́efinir. Ici, on red́efinit non trivialementla seuleméthode
windowClosing qui permettradegérerla fermeturedela fenêtre.

import java.awt.*;
import java.awt.event. *;

public class Fenetre extends Frame implements WindowListener {
public Fenetre() { setSize(400, 300); }
public void windowClosing(W in dowEven t event) {

System.exit(0) ;
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}
public void windowClosed(Wi ndowEvent event) {}
public void windowDeiconifi ed(Win dowEvent event) {}
public void windowIconified (Win dowEvent event) {}
public void windowActivated (Win dowEvent event) {}
public void windowDeactivat ed(Win dowEvent event) {}
public void windowOpened(Wi ndowEvent event) {}

public static void main(String arg[]) {
Fenetre Test = new Fenetre();
Test.setTitle( "ma fenetre JAVA");
Test.show();
Test.addWindow Li st ener( Test );

}
}

Dans la suite de ce chapitre(4.3.2),nous donneronsune alternative plus
alléǵee à cettegestiond’évènementsattach́es à desfenêtres,en s’appuyantsur
un exemple.

Les diff érentesparties d’une fenêtre

Une fenêtre géŕee par l’AWT peut comorter plusieurs éléments ca-
ract́eristiques:

– Une pagede fond ou canevas,danslaquelleon pourratracerdesfigures
géoḿetriquescommecellesqui ont ét́edécritesauparagraphe4.2.1;

– Uneétiquette(Label ) qui permetd’afficherun texte;
– Unezonedetexte (TextArea ) pourun affichagepouvantêtremodifié;
– Unelistedéroulantepermettantdefaireunchoix (List ) ;
– Unezonedesaisiedetexte (TextField ) ;
– Un bouton(Button ) ;
– Unecased’option (Checkbox ) ;
– Un menudéroulant(Menu etMenuBar ).

Un exemple: un compteur

Dansl’exemplecomment́e suivant,on metenœuvreunepetiteinterfacegra-
phiqueincluantdifférentsboutonset gérantdesévènements.

import java.awt.* ;
import java.awt.event. * ;

class FenetreCompteu r extends Frame {
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int compteur ;

// définition de boutons
// en param ètre : le texte des boutons
Button boutonIncr = new Button("+");
Button boutonDecr = new Button("-");
Button boutonQuit = new Button("quit") ;

// un champ qui permettra d’afficher la valeur du compteur
// en param ètre : la taille des caract ères
TextField affichageCompte ur = new TextField(7);

//gestion des év ènements provoqu és
//par les clics sur les boutons
class ActionIncr implements ActionListener {

public synchronized void actionPerformed (A cti onEvent e)
{ compteur ++; afficherCompteu r() ; }

};

class ActionDecr implements ActionListener {
public synchronized void actionPerformed (A cti onEvent e)
{ compteur --; afficherCompteu r() ; }

};

class ActionQuit implements ActionListener {
public synchronized void actionPerformed (A cti onEvent e)
{ System.exit(0); }

};

void afficherCompteu r( )
{ affichageCompte ur .s etT ex t( St ri ng. va lu eOf( compt eur) ); }

// constructeur
public FenetreCompteur (St ri ng nom) {

super(nom);
compteur = 0;
setSize(240, 80);
setLayout(new FlowLayout());
add(boutonIncr );
add(boutonDecr );
add(boutonQuit );
add(affichageC ompt eur);
boutonIncr.add Acti onLis te ner( new ActionIncr());



MéthodesnumériquesavecJava 112

boutonDecr.add Acti onLis te ner( new ActionDecr());
boutonQuit.add Acti onLis te ner( new ActionQuit());

}
}

public class TestAWT {
static public void main(String argv[]) {

FenetreCompteu r x = new FenetreCompteu r( "c ompte ur ") ;
x.show();

}
}

FIG. 4.1:Fen̂etregéńeŕeeparle programmeTestAWT

Gestiondesévènements

Sur l’exemplepréćedent,on a vu commentutiliser desévènementsde type
ActionEvent à partir descomposantsButton et TextField .

D’autrestypesd’évènementsexistent:
– MouseEvent pourlesmouvementsetcliquagedesouris;
– FocusEvent poursavoir si la sourisestau-dessusdela zoneconsid́eŕee;
– KeyEvent pourl’enfoncementd’unetouche;
– TextEvent pourlamodificationdetextepouruncomposantintégrantune

zonedetexte.
Il fautalorscréer, relativement̀aunévénementdetypexxxEvent , uneclasse

qui implémentexxxListener où l’on définira le traitementà faire lorsque
l’ événementa lieu (méthodeactionPerformed ). Dansla classefenêtre,on
lanceral’ écoutedesévènementsavecaddListener .

Placementdescomposants

Les différentscomposantsd’une fenêtre peuvent être plaćes de plusieurs
manìeresavecungestionnairedeplacements(layout manager ) :



MéthodesnumériquesavecJava 113

– FlowLayout rangelescomposantsligneparligneet degauchèadroite;
– BorderLayout placeles composantsdans5 zones: le centreet les 4

côtés;
– GridLayout placelescomposantssurunegrille 2D;
– GridBagLayout placelescomposantssurunegrille 2D, avecdescoor-

donńees.Leszonesn’ont pastoutesnécessairementla mêmedimension.

4.3 Construction decourbesde tracésscientifiques

Nousallonsmaintenantprésenterquelquesclassesqui permettentd’effectuer
destraćes simplesde courbesscientifiquesbidimensionnelles.Nous proposons
uneorganisationenplusieursclassesparsoucisdegéńericité et deréutilisabilité.
Pour ne pasalourdir les programmesqui se veulentavant tout pédagogiques,
nousprésentonsdesconstructionsqui peuvent être grandementamélioréessur
leursaspectsesth́etiques.

4.3.1 Les domainesbidimensionnelsde l’utilisateur et du dis-
positif d’affichage

Le graphismescientifiquenécessitede repŕesenterdescourbesdont les do-
mainesdedéfinition descoordonńeespeuventêtretrèsvariablesd’uneutilisation
à l’autre.Onsouhaitemalgŕecelaafficherà l’ écranousurunautredispositifd’af-
fichagedesgraphiquesqui vont tousoccuṕesuneplacea peuprèssimilaire. Il
fautdoncdéfinir :

– un domainecorrespondant̀a la variation descoordonńeesdesdifférents
pointsdela figureà repŕesenter;

– un domainecorrespondant̀a l’espaceutilisésurle dispositifd’affichage.
Pourcela,nousdéfinissonsdeuxclasseśelémentairesqui vont respectivement

repŕesentercesdeuxdomaines:

class DomaineDouble {
public double xmin, ymin, xmax, ymax;
DomaineDouble( double x0, double y0, double x1, double y1) {

xmin=x0; ymin=y0; xmax=x1; ymax=y1;
}

}
class DomaineInt {

public int xmin, ymin, xmax, ymax;
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DomaineInt(int x0, int y0, int x1, int y1) {
xmin=x0; ymin=y0; xmax=x1; ymax=y1;

}
}

Il fautaussidéfinir un processusdepassaged’un domaineà l’autre,cequi est
décrit danslesparagraphessuivants.

4.3.2 Un gestionnairede fenêtresdebase

Nousdécrivonsd’aborduneclassedérivéedela classeFrame qui vagérerun
environnementfenêtŕe rudimentairequi estconstitúe de deuxcomposantssitués
l’un en-dessousde l’autre (c’est-̀a-dire dansles partiesNorth et Center du
gestionnairedemiseenpageBorderLayout ) :

– un Canvas où seronttraćeesla ou lescourbes;
– unLabel qui donneuntitre àla fonctiontraćee.cetteinformationserasou-

ventrécuṕeŕeed’uneméthodeappeĺeelibelle quenousavonsajout́eeà
l’interfaceFoncD2D, déjà utilisépréćedemmentetqui s’écritmaintenant:
interface FoncD2D {

public double calcul(double x);
public String libelle();

}

Par ailleurs,nousne faisonsqu’unegestionminimalede la fenêtrequelan-
ceranotreprogrammefinal, ennes’occupantquedesafermeture,grâceà l’ic ône
suṕerieuredroitedela barredetitre. Nousavonschoisituneméthodealternative
àcequenousavonsprésent́epréćedemment(4.2.2): Onutiliseuneclassedérivée
de la classepréd́efinieWindowAdapter . Cecinouspermetdene red́efinir ex-
plicitementquela méthodewindowClosing , commeon le voit dansle listing
qui suit :

import java.awt.*;
import java.awt.event. *;
import DomaineInt;

class MiniWinAdapter extends WindowAdapter {
public void windowClosing(W in dowEvent e) {System.exit(0) ;}

}

class FenetreGraphe extends Frame {
FenetreGraphe( Domain eIn t de, Canvas c, String texte) {

setTitle(new String("graphe d’une fonction"));
setSize((int)( de.xm ax - de.xmin), (int)(de.ymax - de.ymin)+50);
setLayout(new BorderLayout());
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addWindowListe ner(n ew MiniWinAdapter () );
add("North",c) ;
add("Center", new Label(texte, Label.CENTER)) ;

}
}

4.3.3 Uneclassed’utilitair espour le tracédegraphismesscien-
tifiques

Dansla classequi suit, nousavonsréunit un ensemblede proćeduresutiles
pourfairedestraćesdecourbes:

– mapXet mapYs’occupentde faire le changementdecoordonńeesà partir
du domainequel’on doit repŕesenter, versle domainedu dispositif d’affi-
chageetceci,respectivement,pourchacunedescoordonńees.

– Line etCarre effectuentlestraćesgéoḿetriqueśelémentairescorrespon-
dantà leur dénomination.

– coloreFond colorele fonddu Canvas d’affichage.
– tracePoints et tracePolyline affichent un ensemblede points

dont les coordonńees sont donńees en param̀etres. Pour la deuxìeme
méthode,lespointssontreliéspardessegments.

– traceAxes affichent desaxes de coordonńeespassantpar l’origine en
affichant les valeursdescoordonńeesdesextrémit́esdesaxces.Cesaxes
nesonteffectivementaffichésques’ils sontsituésdansla vue repŕesent́ee
qui est définie par le domaineà repŕesenter. Pourcetteraison,on définit
l’alternativesuivante.

– traceAxesCentres effectuentle mêmetravail à la différenceque les
axessontcentŕesparrapportaumilieu dudomained’affichageetnepassent
doncpas,engéńeral,parl’origine.

– traceFonction effectue le traće graphiqued’une fonction de type
FoncD2D, pasśeeenparam̀etre.

import java.awt.*;
import FoncD2D;
import DomaineDouble;
import DomaineInt;

class ManipGraphe {

DomaineInt ce; // coordonnees ecran
DomaineDouble crv; // coordonnees reelles visualisees
DomaineDouble cr;
double dx; // pas sur x



MéthodesnumériquesavecJava 116

ManipGraphe(Do main eDoub le domReel, DomaineInt domEcran) {
ce=domEcran;
cr=domReel;
// calcul d’une marge autour du domaine utilisateur
double deltax = (domReel.xmax - domReel.xmin)/1 0;
double deltay = (domReel.ymax - domReel.ymin)/1 0;
crv = new DomaineDouble (domReel.xmin - deltax,

domReel.ymin - deltay, domReel.xmax + deltax,
domReel.ymax + deltay);

dx = (cr.xmax - cr.xmin)/30;
}

public int mapX (double x) {
return ce.xmin + (int) ((x-crv.xmin)/( crv .x max- cr v.x mi n) *

(ce.xmax-ce.xmi n) );
}

public int mapY (double y) {
return ce.ymin + (int) ((crv.ymax-y)/( crv .y max- cr v.y mi n) *

(ce.ymax-ce.ymi n) );
}

public void Line(Graphics g, double x1, double y1,
double x2, double y2) {

g.drawLine(map X( x1) , mapY(y1), mapX(x2), mapY(y2));
}

public void Carre(Graphics g, double x, double y) {
g.drawRect(map X( x)- 2, mapY(y)-2,4,4) ;

}

public void coloreFond(Grap hi cs g, Color c) {
g.setColor(c);
g.fillRect(ce. xmin, ce.ymin, ce.xmax-ce.xmi n, ce.ymax-ce.ymi n);

}

public void tracePoints(Gra phic s g, Color c, double[] x,
double[] y) {

g.setColor(c);
for (int i=0; i<x.length; i++) Carre(g, x[i], y[i]);

}
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public void tracePolyLine(G ra phics g, Color c, double[] x,
double[] y) {

g.setColor(c);
for (int i=1; i<x.length; i++)

Line(g, x[i-1], y[i-1], x[i], y[i]);
}

public void traceAxes(Graph ic s g, Color c) {
g.setColor(c);
Line(g, 0, cr.ymin, 0, cr.ymax);
Line(g, cr.xmin, 0, cr.xmax, 0);
g.drawString(n ew String(String.v al ueOf (cr .y mi n) ),

mapX(dx/2), mapY(cr.ymin));
g.drawString(n ew String(String.v al ueOf (cr .y max) ),

mapX(dx/2), mapY(cr.ymax)+10 );
g.drawString(n ew String(String.v al ueOf (cr .x mi n) ),

mapX(cr.xmin), mapY(dx/2));
g.drawString(n ew String(String.v al ueOf (cr .x max) ),

mapX(cr.xmax)- 30, mapY(dx/2));
}

public void traceAxesCentre s( Graph ic s g, Color c) {
g.setColor(c);
double crymid = (cr.ymax + cr.ymin)/2;
double crxmid = (cr.xmax + cr.xmin)/2;
Line(g, crxmid, cr.ymin, crxmid, cr.ymax);
Line(g, cr.xmin, crymid, cr.xmax, crymid);
g.drawString(n ew String(String.v al ueOf (cr .y mi n) ),

mapX(crxmid+dx /2) , mapY(cr.ymin));
g.drawString(n ew String(String.v al ueOf (cr .y max) ),

mapX(crxmid+dx /2) , mapY(cr.ymax)+1 0) ;
g.drawString(n ew String(String.v al ueOf (cr .x mi n) ),

mapX(cr.xmin), mapY(crymid+dx/ 2) );
g.drawString(n ew String(String.v al ueOf (cr .x max) ),

mapX(cr.xmax)- 30, mapY(crymid+dx /2 )) ;
}

public void traceFonction(G ra phics g, Color c, FoncD2D f,
double mini, double maxi) {

double x1, y1, x2, y2;
g.setColor(c);
x2=mini; y2 = f.calcul(x2);
for (x1=mini; x1<= maxi; x1 += dx) {
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y1= f.calcul(x1);
Line(g, x1, y1, x2, y2);
x2=x1; y2=y1;

}
}

}

4.3.4 Un exempled’utilisation

L’utilisateur final de cettebibliothèquegraphiquerudimentaireauraà écrire
un programmesimilaireà celui qui estdonńe dansla suite.Il contientuneclasse
implémentantl’interfaceFoncD2D car il effectuele traće d’unefonctionqui est
transmisesousce type à la bibliothèquegraphique.Il contientégalementdeux
autresclassesqui devront toujoursapparâıtre lorsquel’on seraameńe àutiliser la
bibliothèque:

– uneclassequi dérivedela classepréd́efinieCanvas qui repŕesentela partie
defenêtreoù doit êtretraće le graphique.Cetteclasseposs̀edeun construc-
teur qui a pour param̀etresles domaines- de l’utilisateur et du dispositif
graphique- concerńeset les composantesgraphiquesqui doivent êtreaf-
fichées,ici unefonction.Cetteclassecontientuneméthodeessentiellequi
estla méthodepaint : c’est ici quel’on doit décrirepréciśementtout ce
qui devra êtretraće aufinal, à l’exécutionduprogramme.

– uneclassecontenantle programmeprincipalet qui construitlesdomaines,
le Canvas et la fenêtred’affichage.

import java.awt.*;
import FoncD2D;
import ManipGraphe;
import FenetreGraphe;
import DomaineDouble;
import DomaineInt;

class CanvasGraphe extends Canvas {

ManipGraphe mp = null;
FoncD2D f;
DomaineDouble cr;
DomaineInt ce;

CanvasGraphe(F oncD2D fonc, DomaineDouble domReel,
DomaineInt domEcran) {

cr=domReel; ce=domEcran;f = fonc;
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setSize(new Dimension(ce.xm ax- ce .x mi n, ce.ymax-ce.ymin )) ;
mp = new ManipGraphe(do mReel, domEcran);

}

public void paint(Graphics g) {
mp.coloreFond( g, Col or .w hi te );
mp.traceAxes(g ,C olo r. bl ac k) ;
mp.traceFoncti on(g, Color.blue, f, cr.xmin, cr.xmax);
mp.Carre(g,0,0 );

}
}

class MaFonction implements FoncD2D {
public double calcul(double x) {return x*x;}
public String libelle() {return "f(x)=x*x";}

}

class GraphFonc {

static public void main(String argv[]) {
MaFonction fct = new MaFonction();
DomaineDouble dr = new DomaineDouble(- 2, -0.5, 2, 5);
DomaineInt de = new DomaineInt(0, 0, 600, 450);
CanvasGraphe cg = new CanvasGraphe(f ct , dr, de);
FenetreGraphe x = new FenetreGraphe( de, cg, fct.libelle()) ;
x.show();

}
}
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FIG. 4.2:Fen̂etregéńeŕeeparle programmedetraćedecourbedonńeenexemple



Chapitr e 5

Inter polation Polynômiale

5.1 Intr oduction. Existenceet unicit é du polynôme
d’inter polation

Soit Z uneapplicationde IR dansIR, dont on connaitn+1 points []\_^a`bZc[]\_^ed�d ,
pour f&g hi`/j�j�jk`ml . Le but du probl̀emed’interpolationest de déterminerune
fonction n simpleà calculer, telle que:no[e\_^]dLgpZc[]\_^edq`rfsgphi`/j�j�jt`ul
Lespoints [e\_^v`bZc[]\_^edmd sontappeĺespointsd’interpolationou d’appui.
Les fonctions n les plus courammentutiliséessontdespolynômesdesfractions
rationnelles,dessommesd’exponentiellesetc j�j�j .
Danscevolumeon netraiteraquele casoù n estunpolynôme.

Théorème5 Uneconditionnécessaireetsuffisantepourqu’il existeunpolynômew?x
uniqueinterpolant Z estquelespointsd’interpolation \_^ soienttousdistincts.

5.2 Inter polation deLagrange

Inter polation lin éaire Connaissant deux points d’appui []\kyq`bZc[e\WzFdmd et[e\Wz�`bZc[]\Wzbdmd , on approchela valeur de Zc[]\td , pour tout \ dans {|\kyq`m\Wz�} par l’or-
donńeedu point de mêmeabscisse\ setrouvant sur la droite joignant les deux
pointsd’appui.
Danscecasle polynômed’interpolationestdu premierdegréet s’écrit :w y~[e\tdLg�Z�[e\ky�d \���\Wz\kyc��\Wz�� Zc[]\Wzbd \���\ky\WzN��\ky

121
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Inter polation quadratique Connaissanttrois points d’appui [e\kyq`bZ�[e\Wzbd�d ,[e\Wz�`bZc[]\Wzbdmd et [e\W��`FZc[e\W�bd�d , onapprochela valeurde Zc[e\td , pourtoutx dans{ \kyq`m\Wzm}
par l’ordonnéedu point de mêmeabscisse\ setrouvantsur la parabolepassant
parlestroispointsd’appui.
Danscecasle polynômed’interpolationestdu seconddegréet s’écrit :w y~[e\tdLg�Zc[]\ky�d [e\���\WzFd
[e\���\W�qd[]\kyc��\WzFd
[e\ky���\W�qdR�Zc[]\Wzbd [e\���\ky�d
[e\���\W�qd[]\Wz���\ky�d
[e\WzN��\W�qdR�Zc[]\W�bd []\���\kymd~[e\���\Wzqd[]\W����\kymd~[e\W�L��\Wzqd
Inter polation de Lagrange, casgénéral On appellerapolynômedeLagrange
de degré n baśessur les pointsd’appui [e\_^v`bZc[e\_^]dmd , pour f�g�h�`/j�j�jk`ul les n+1
polynômesdedegrén :�K� []\tdNg x� ���
�����8� \���\_^\ � ��\_^ fsg�hi`
j�j�jk`ul
tels que

�K� []\ � d�g�� et
�K� [e\_^�d�g�h pour f��g�� . Le polynômed’interpolationde

Lagrangeestdonńepar w$x []\tdLg x� �u ¢¡ �K� [e\td�Zc[e\ � d
Remarque 6 La formuleci-dessusnéćessiteungrandnombred’opérationspour
samiseenoeuvreinformatique( autotal £7l z �¥¤8l ). Enregroupantastucieusement
lestermesde

�L� [e\td , onpeutéconomiserle nombred’opérations,d’où,si onpose:¦ x/§ y~[e\tdLg�¨ x©  ¢¡ [e\���\ © d et ª � [e\tdLg«[¬¨ x©  ¢¡m­ ��®  © []\ � ��\ © d�d
[]\���\ � d ;
alors
�K� [e\tdLg°¯�±m²´³aµ�¶q·¸ � µ�¶q· et w?x []\tdNg ¦ x/§ y~[e\td x� �F ¢¡ Zc[]\ � dª � [e\td

Théorème6 (erreur de l’inter polation de Lagrange) Soit Z ¹ º x�§ y {¼»_`F½u} , et
soit
w$x []\td le polynôme d’interpolation de Z sur les points []\_^"`bZc[]\_^ed�d , pourf¾g�hi`
j�j�jk`ul . Pour tout \¿¹�{À»_`F½u} , il existe Á ¶ ¹Â}�ÃÄfvlc[e\$`m\_^¬db`uÃÅ»Æ\s[e\$`m\_^�d~{ tel que

l’erreur Zc[]\td�� w?x [e\td soit Ç [e\tdLg ¯ ±u²Æ³ µ�¶q·µ x/§ y ·]È Z µ x�§ y · [eÁ ¶ d
Si onposeÉ x�§ yKg�ÃÅ»Æ\KÊmË�ÌmË/Í´Î¼Zc[el � �Sd~[e\tdSÎ , on alors

Ç [e\tdÐÏÒÑ ¯�±u²Æ³aµ�¶q· Ñµ x/§ y ·]È É x�§ y .
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5.3 Inter polation d’Hermite

En plusdela valeurde Z auxn+1 abscisses\_^ on fixe la valeurdesaderiveeZÔÓ encesmêmesabscisses,oncherchedoncun polynome
w

tel que:["Õ7dCÖ w [e\_^]dKg�Zc[]\_^edw Óe[]\_^edLgpZWÓe[e\_^edq`&fsgph�`/j�j�jk`ul
Théorème7 Si les points d’appui \_^ sont tous distincts,alors il existe un po-
lynômeP etunseuldedegréauplus2n+1 tel queleségalites(*) soientverifiées.
CepolynômeP s’écritw [e\tdKg x� ^  ¢¡N× ^+[]\tdmZc[]\_^�d �

x� ^  ¢¡MØ ^+[e\td�Z Ó []\_^�d
où ÙÚÛ ÚÜ × ^+[]\tdLg«{Ý�Þ�àßi[e\��á\_^�d � Ó^ []\_^�d+} � z^ [e\tdØ ^+[e\tdLg«[]\���\_^ed � z^ [e\td

avec
� ^+[]\tdNg ¨ x â �S�vãâ ��
� ¶/äå¶ â¶ � äå¶ â

Théorème8 (erreur de l’inter polation d’Hermite) Soit Zæ¹çº z x�§ z {À»_`F½u} , etsoitw?x [e\td le polynômed’interpolationdeHermitede Z surlespoints [e\_^a`bZc[e\_^]dmd , pourf¾g�hi`
j�j�jk`ul . Pour tout \¿¹�{À»_`F½u} , il existe Á ¶ ¹Â}�ÃÄfvlc[e\$`m\_^¬db`uÃÅ»Æ\s[e\$`m\_^�d~{ tel que
l’erreur Zc[]\td�� w?x [e\td est:Ç []\tdLg [ ¦ x/§ y~[e\td�d z[¬ß8l � ß7dqè Z µ z x�§ z · [eÁ ¶ d
où ¦ x/§ y~[e\tdLg�¨ x©  ¢¡ [e\���\ © d .
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5.4 EnoncésdesExercicesCorrig és

Exercice31 :
Déterminerle polynômed’interpolationde Lagrangesatisfaisantau tableauci-
dessous \ h ß ¤ éZc[e\td �ê� ß ë ì´í
Exercice32 :
Soit Z�[e\tdLg yy § ¶qî .Déterminerle polynôme d’interpolation de Lagrangepour les points d’appui
d’abscisses: -2, -1, 0, 1, 2 .
Discuterl’erreurd’interpolation.

Exercice33 :
Avec quelle précisionpeut-oncalculer ï �Æ�Sé à l’aide de l’interpolation de La-
grange,si onprendlespoints: \ ¡ gU��h7hi`m\kycgU�Sß��7`m\Wz�gU�/£Æ£ .
Exercice34 :
Soit Z�[e\tdLgñð�òÐ\ ; estimerla valeurde ðóòÂ[�hiô�õÆh´d avec:\ hiô�£Æh hiôöé8h hiôöí8h hiô�ì7hZc[e\td �÷hiô�ë���õ´ß7ëi� ��h�ô�õÆë7ëÆ¤i�/£åí �÷hiô�¤Æé7õÆõ´íÆé ��h�ôößÆß8¤i�/£Æ£
Compareravecla valeur’exacte’obtenuegrâceà votrecalculatrice.

Exercice35 :
a) Réecrirela formuled’interpolationdeLagrangedansle casoù lespointsd’ap-
pui sontéquidistants.
b) Utiliser le mêmetableauqu’à l’exercicepréćedentcompĺet́e par la ’vraie’ va-
leur de ðóòÞhiô�õÆh et estimerla valeurde ðóòÐhiôöé
£ .
Exercice36 :
a)Utiliser la formuled’interpolationdeLagrangepourtrouver la cubiquepassant
par0.4,0.5,0.7,0.8pour Zc[]\tdLg�ømù�òÐ\$ô
b) Mêmequestionpour Zc[]\tdKg yú*ûaü ¶ .
Exercice37 :
Soit Z�[e\tdLg ï ß � \ .

1. Determinerle polynôme
w [e\td deLagrangebaśe sur lespointsd’abscisses

0, 1 et2.

2. Calculer
w [�hiô=�Sd et

w [¬h�ô�ë´d , et comparerauxvaleurs’exactes’.Evaluerl’er-
reurd’interpolationencesdeuxpoints.Commentaires?



MéthodesnumériquesavecJava 125

Exercice38 :
Soit Z�[e\tdLg ¶ î ä y¶ î § y .

1. Determinerle polynôme
w [e\td deLagrangebaśe sur lespointsd’abscisses

-2, 0 et 2.

2. Calculer
w [��Sd , et comparer̀a la valeurexacte.Evaluerl’erreur d’interpola-

tion encepoint.Commentaires?

Exercice39 :
Calculerle polynômed’HermiteQ tel que:
Q(0)=f(0),Q’(0) =f’(0), Q(5)=f(5),Q’(5)=f’(5), pour Zc[e\tdLg yy § ¶ î .En déduirela valeurdeQ(4),comparerf(4) àQ(4).
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5.5 Enoncésdesexercicesnon corrig és

Exercice40 :
Démontrerle théor̀eme5, qui donneconditionnécessaireet suffisantepourqu’il
existeun polynôme

w$x
uniqueinterpolantunefonction Z , à savoir quelespoints

d’interpolation\_^ soienttousdistincts.

Exercice41 :
Soit Z�[e\tdLg ï ß � \ .

1. Determinerle polynôme
w [e\td deLagrangebaśe sur lespointsd’abscisses

0, 1 et2.

2. Calculer
w [�hiô=�Sd et

w [¬h�ô�ë´d , et comparerauxvaleurs’exactes’.Evaluerl’er-
reurd’interpolationencesdeuxpoints.Commentaires?

Exercice42 :
On sedonnelestroispointsd’interpolationsuivants: \ ¡ g�ë , \ky�gý��õ , \Wz¾gþßÆé .
Avecquelleprécisionpeut-oncalculerï �Sí à l’aide del’interpolationdeLagrange
appliqúeeàunefonction Z quevousdonnerez?

Exercice43 :
Soit Z�[e\tdLg yy § ¶ .

1. Determinerle polynôme
w [e\td deLagrangebaśe sur lespointsd’abscisses

0, 1 et2.

2. Calculer
w [ yz d , et comparer̀a la valeurexacte.Evaluerl’erreur d’interpola-

tion encepoint.Commentaires?

Exercice44 :
Approcher ð�òÂ[vé7ß7ëiô�õ´ßÆd par interpolationde Lagrange,sachantque ðóòk[véÆß8ë´dpgõiôöß7í7hÆëÆìÆì et ð�ò$[vé7¤7h´d�gÿõiô�ßÆíÆß8ì´íÆí . Donnerunemajorationde l’erreur théorique
de cetteinterpolationet la comparerà l’erreur effectivementcommise(utiliser
unedalculatricepouravoir la valeur‘exacte’de ðóòÂ[véÆß7ë�ô�õ´ß7d .
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5.6 Corrig ésdesexercices

exercice22

Rappelonsque le polynômede Lagrangebaśe sur les pointsd’appui d’abs-
cisses\ ¡ `m\kyb`
ô�ô=ô�`�\�� estd’ordreN et s’écrit :w?x [e\tdLg �� �F ¢¡ Z�[e\ � d �K� []\tdq`
avec �K� []\tdLg ��©  ¢¡m­ © ® ¢� \���\ ©\ � ��\ � ô
ici lespointsd’appuidonńespar:\ ¡ g h Zc[]\ ¡ d g �ê�\kyrg ß Zc[]\ky�d g ß\Wz g ¤ Zc[]\Wzbd g ë\W� g é Zc[]\W�bd g ìÆí�`
déterminerontdoncunpolynômedeLagranged’ordre3, celui-ci s’écrit :w �S[e\tdLg �� �F ¢¡ Zc[]\ � d �L� [e\tdb`
avec �K¡ [e\td g []\���\kymd~[e\���\Wzqd
[e\���\W�qd[e\ ¡ ��\kymd~[e\ ¡ ��\Wzqd
[e\ ¡ ��\W�qdg [e\�� ßÆd~[e\��à¤´d
[]\�� éÆd[¬h��àß7d
[¬h�� ¤Æd
[¬h�� éÆdg � �¤Æh [e\�� ßÆd~[e\��à¤´d
[]\�� éÆd

� y
[e\td g []\���\ ¡ d~[e\���\Wzqd
[e\���\W�qd[e\ky���\ ¡ d~[e\ky���\Wzqd
[e\kys��\W�qdg [e\��àh´d~[e\��à¤´d
[]\�� éÆd[vß¥� hÆd
[vß¥� ¤Æd
[vß¥� éÆdg �õ \s[]\��à¤´d~[e\�� éÆd
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[e\td g []\���\ ¡ d~[e\���\kymd
[e\���\W�qd[e\WzN��\ ¡ d~[e\WzN��\kymd
[e\WzL��\W�qdg [e\��àh´d~[e\�� ßÆd
[]\�� éÆd[¬¤�� hÆd
[¬¤��àß7d
[¬¤�� éÆdg � �õ \s[e\�� ßÆd
[]\��àé7d
� �
[e\td g []\���\ ¡ d~[e\���\kymd
[e\���\Wzqd[e\W�N��\ ¡ d~[e\W�N��\kymd
[e\W�L��\Wzqdg �¤Æh \s[e\�� ß7d
[e\��à¤´d

Finalement,w ��[e\tdrg Zc[e\ ¡ d �K¡ [e\td � Zc[e\kymd � y
[]\td � Zc[]\Wzqd � zS[]\td � Zc[e\W�Fd � �
[e\tdg é7¤¤Æh \ � � í
\ z � ßÆé8¤¤7h \�� �Æô
exercice23

Soit Zc[]\tdLg �� � \ z . Lespointsd’appuisont:\ ¡ g ��ß Zc[]\ ¡ drg y�\kyBg � � Zc[]\kymdrg yz\Wzÿg h Zc[]\Wzqdrg �\W�ÿg � Zc[]\W�qdrg yz\���g ß Zc[]\��~drg y� ô
Le polynômedeLagrangeestdoncd’ordre4. Il s’écritw �
[]\tdNg �� �F ¢¡ Zc[e\ � d �K� []\td
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avec �K¡ [e\td g �ß8£ \s[e\ � �Sd
[]\�� ��d
[e\�� ßÆd� y
[e\td g � �ì \s[e\ � ßÆd~[e\�� �Sd
[]\��àß7d� z
[e\td g �£ []\ � ßÆd
[]\ � �Sd
[]\�� �Sd~[e\�� ßÆd� �
[e\td g � �õ \s[e\ � ßÆd~[e\ � �Sd~[e\ � ßÆd� �8[e\td g �ß8£ \s[e\ � ßÆd
[]\ � �Sd
[]\�� ��dqô
Finalement,���
	���
�� ��	�����
�����	���
�����	�����
 �!��	���
"�#��	��%$&
 ��$�	���
"�#��	��%'(
���'�	��)
�����	����*
�����	��)
� ++(,.- ��	��/� + 
0	��21 + 
0	��21 , 
"13++*, ��	��4� , 
0	��21 + 
0	��21 , 
� +5 	��/� , 
0	��/� + 
0	��61 + 
0	��61 , 
"1 ++*, ��	��/� , 
0	��4� + 
0	��4� , 
� ++(,.- ��	��/� , 
0	��4� + 
0	��21 + 
� ++&- � � 1879:� $ � +<;
Calculonsl’erreur théoriquesurcetteinterpolation.celle-ciestdonńeeou point\ par: Ç []\tdLg�Zc[e\td�� w?x [e\tdLg ¦ x�§ yb[e\tdc� �[�l � �Sdqè Z µ�¶ § y · []Á ¶ db`

où, Á�¹à[ =�ùóòM\_^a`*=?>A@M\_^]dNgCB . Elle vérife,Î Ç [e\td�ÎåÏ«Î ¦ x�§ y~[]\tdSÎ �[�l � ��dqè É x�§ y
où ¦ x�§ yq[]\td g x��F ¢¡ [e\���\ � dÉ x�§ yrg =?>�@DFE
G Î¼Z x�§ y [IH�dSÎ
Commeici on a é pointsd’appui,cetteerreurestmajoŕeepar:Î Ç [e\tdSÎåÏ«Î ¦ � [e\td�Î �é�è É � ô
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Onaclairement¦ � [e\tdLg ���F ¢¡ []\M�ê\ � dKgñ\s[e\ z ���Sd~[e\ z � £åd . Il resteàcalculerÉ � g=?>�@DFE
G Î¼Z � [�H�d�Îöô Un calcul assezlong donne: Z µ � · []\tdçg ��ß8£´h
\s[¬¤�� ��h8\ z � ¤8\ � d[�� � \ z d�J(CecipeutêtreparexempleobtenuendécomposantZ dela faconsuivante,Zc[e\tdKgyy § ¶ î g yz ô yy § ^ ¶ � yz ô yy ä ^ ¶ . Oncalculealorsla dérivéed’ordre KÄ[ yy §�L ¶ d µ Mq· , cequi est
plussimple, N �� �PO \RQ Ó g � O[�� �SO \td z

N �� �SO \RQ Ó Óg [�� �Sd z ß O z[�� �SO \td �...N �� �PO \ Q µ Mq· g [�� �Sd�T O M KÂè[�� �SO \td M § y
d’où Z µ � · []\td g �ß N �� � f�\4Q µ � · � �ß N ��Þ� f¬\RQ µ � ·g �ß ô � �Sß7h7f[�� � f�\td J � �ß ô ��ß7h7f[��Þ��f�\td Jg �¥ß
£´h8\s[¬¤�� ��h
\ z � ¤8\ � d[+� � \ z d0J
demême,on trouve Z µ J · [e\tdLg ä zU� ¡µ y § ¶ î ·�V { ��ß��
\ J � ��h´éS\ � � õ7¤8\ z � ¤8} .)

Ainsi l’ étude de Z µ � · donne É � g ��hÆh , (pour trouver
les extremas de Z µ � · , c’est à dire les racines de l’ équationZXW7»:YS�¥ß
£´h_[�� � \ z d&Z?{=��ß��
\ J � �/h´é
\ � �àõÆ¤8\ z � ¤
}�g h , on a recoursau cha-
pitre 2 surla résolutiondeséquationsnonlinéairedans[ ).

Finalement,Î Ç []\tdSÎ Ï«Î ¦ � []\tdSÎ �[véÆdbè É � g°Î \s[e\ z � �Sd
[]\ z ��£ådSÎ ��hÆhé�è `Î Ç [e\tdSÎ Ï«Î ¦ � [e\tdSÎ �[véÆdbè É � g Î \s[e\ z � �Sd~[e\ z ��£ådSÎ éõ ô
Applicationà \Äg yz . On a Zc[ yz dKg�hiô�ì , w [ yz dLgX�÷hiô�ì7õ , doncl’erreureffective

est

Ç2\ [ yz dLg°Î|Zc[ yz d�� w [ yz d�Î8gphiô�hÆõ . OrÎ Ç [ �ß dSÎåÏ«Î ¦ � [ �ß dSÎ �[¬éÆdqè É � gphiô�ß7ëiô
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Par conśquent Î Ç2\ [ yz dSÎ^] Î Ç [ yz d�Î , l’interpolation de Lagrange,dansce cas,
donneunebonneapproximationde Z�[ yz d .
exercice25

Soit Zc[e\td g ðóòÐ\ Estimonsla valeurde ð�ò$[¬hiô�õ´d grâceà uneinterpolationde
Lagrangebaśee sur les points d’appui dońes dansl’exercice.Le polynôme de
Lagranges’écrit w �S[e\tdLg �� �F ¢¡ Z�[e\td � Ó � \$ô
(Il estdedégŕe3 caron a4 pointsd’appui),avec�K� []\tdLg ��©  ¢¡m­ © ® ¢� \���\ ©\ � ��\ © ô
On cherchedonc w �S[¬h�`Fõ´dKg �� �F ¢¡ Zc[]\ � d �L� [¬hi`uõ´dqô
Calculonstoutd’abordlesnombres

�K� [�hi`Fõ´d , on a�K¡ [¬hi`uõ´d g []\���\ky�d~[e\��á\Wzqd
[e\���\W�qd[e\ ¡ ��\kymd
[]\ ¡ �á\Wzqd
[e\ ¡ ��\W�bdg [�hi`/�Sd~[��÷hi`/�Sd~[��÷hi`bßÆd[��÷hi`/��d
[��÷hi`F¤Æd
[��÷hi`u£´dgU� �õ
Demême,on trouve : � y
[�hi`Fõ´dBg ß¤ `� z
[�hi`Fõ´dBg ß¤ `� �
[�hi`Fõ´dBg � �õ ô
Ainsi,

w �S[¬hi`uõ´d g Zc[�hi`u£åd �L¡ [¬hi`FõÆd � Zc[¬hi`FéÆd � y~[�hi`Fõ´d � Zc[�hi`bíÆd � zS[¬hi`uõ´d �Zc[¬hi`uì´d � �S[�hi`Fõ´d soit
w ��[¬hi`FõÆdKgU��h�`bé7hÆëÆëÆíÆé .
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Estimationdel’erreur théoriquedanscecas.Elle estmajoŕeeparÎ Ç []\tdSÎåÏ ¦ x�§ y~[]\td[el � �Sdqè É x/§ y
où É x�§ yKg_=�>�@ Î|Z µ x�§ y · [e\td�Î , doncÎ Ç [e\tdSÎåÏ«Î [e\���\ ¡ d
[]\���\kymd~[e\���\Wzqd
[e\���\W�qdSÎ �£¢è É`�Sô

CherchonsÉ`� . Ona Zc[e\tdKgñðóò [e\td , Z Ó [e\tdLg y¶ , Z Ó Ó []\tdNgX� y¶ î . Donc Z µ � · [e\tdLgz¶.a et Z µ � · [e\tdLgU� J¶.b . Ainsi, É`�Þg Î¼Z µ � · [¬hi`u£´dSÎ
g Jµ ¡m­ � ·�b g Jz � Jdc ��h � .
Donc, Ç [e\tdÐÏ«ÎÝ[]\�� h�ô�£åd~[e\��àhiô�éÆd
[]\��àhiô�íÆd~[e\�� hiô�ì´dSÎ �ß8£ õßÆé8õ ��h � ô

Ainsi,

Ç [¬hi`FõÆdMÏ yz � J . Enfait,ona � �ßÆé7õ ] Ç [¬hiô�õ´d4]�� �£´h7ëÆõ . Or, la valeurexacte

de ðóò [�hiô�õ´dLgX�÷hiôöé ��hÆì´ß7õ . L’erreureffectivementcommiselorsdel’approximation

de ð�òÂ[¬h�ô�õ´d par
w �S[�hiô�õÆd estdonc Î w �S[¬h�ô�õ´dc�p[��÷hiô�é���hÆì´ß8õ´dSÎ´gXìiô�é�� c �/h ä � ] �ßÆé8õ .

Donc,danscecas,l’interpolationdeLagrangedonneun bonrésultat.

exercice26

a) On cherchela formulede Lagrangedansle casoù les e � � pointssont
équidistants.
Danscecason a ftf�¹hg
h�`/�Æ`bß�`
ô�ô=ô�`*e`iÐ\_^ § y���\_^kgkj , (où j�g ¶<lkäå¶ �� ), d’où\_^sgþ\ ¡ � fmj . D’autrepart,pourtout \�¹ \ ¡ `m\�� , il existeun réel n tel que
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\Ågñ\ ¡ � nAj . Parconśequent,�L� [e\tdLg �K� []\ ¡ � nAjÔdLgpo´[qnSdrg x�©  ¢¡m­ © ® ¢� [e\���\ © d\ � ��\ ©g x�©  ¢¡m­ © ® ¢� [e\ ¡ � nAjWd��ñ[e\ ¡ � � jWd[e\ ¡ � ��jWdc� []\ ¡ � � jWdg x�©  ¢¡m­ © ® ¢� nAj�� � j��j�� � jg x�©  ¢¡m­ © ® ¢� n¾� �� � �
g n� ô n¾� �� � � ô n¾�àß� �àß j�j�j~j�j�j n¾� l����l avec

� �gp�g n [qn¾� ��dqô=ô�ôó[rnÞ� � � �Sd
[qn¾� � � �Sdbô�ô=ôó[rn¾� lkd�tèó[�� �Sd x ä � [elÄ� �¢dqè
b) On a \ ¡ gýhiôÀ£ , \ky¾gýh�ôöé , \Wz�gXhiô�õ , \W��gýhiô�í , \�� gýhiô�ì , donccinq points

équidistants.Comme\Äg�hiô�é8£êgñ\ ¡ � nAj�g�h�ôöé � n c hiô=� , alors, n÷gU�ÆôÀ£ .
Calculonsles

�K� [e\td pour ��g�hi`
�Æ`bß�`F¤�`u£ .o ¡ [+ôöé8£´dBg [�� �Sd x ä ¡hièó[�lÄ�àh´dbè [qn¾� �Sd~[rnÞ� ßÆd
[qnÞ�à¤´d~[rnÞ��£ådg [�� �Sd£¢è [qn¾� �Sd~[rnR� ßÆd
[qn¾� ¤Æd
[rnÞ� £ådg �ß8£ [�hiô�£´d
[��÷hiô�õ´d
[+�ê�7ô�õ´d~[���ß�ô�õ´dg ��h�ô�h7£i��õoSy
[¬h�ôöé8£´dBg [�� �Sd x ä y�Æèó[�lÄ� �Sdbè nå[rnÞ�àßÆd~[rn¾�à¤Æd
[rnR� £ådg �ê�¤iè [��ÆôÀ£åd
[+�ÆôÀ£�� ßÆd
[+�Æô�£ � ¤Æd
[��7ô�£ ��£ådg hiô�é7ì´ß8£¢ô
On trouvedemême o~zS[�hiôöé
£ådBg hiô�é7ì´ß8£o~�S[�hiôöé
£ådBg �÷hiô��
£åé7õo<�
[�hiôöé
£ådBg hiô�h´ßÆß8£iô
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Finalement,
w [¬h�ôöé8£´d g s � �u ¢¡ Zc[e\ � d �K� []\td g s � �F ¢¡ Zc[]\ � dUo � [rnSd g��hiô�õi��õ��/£åß . Alors quela valeurexacteest �÷hiô�õ���õi��ìÆõ .

exercice29

Soit Zc[]\tdLg yy § ¶ î . Le polynômed’Hermite t x s’écrit,t x [e\tdLg x� �F ¢¡ []\tdmZc[]\ � d � x� �F ¢¡ Ø � []\tdmZ Ó [e\ � d
avec × � [e\td g uu�Þ�àß¢[]\���\ � d � Ó � []\ � d�v � z� [e\tdØ � [e\td g []\���\ � d � z� []\tdqô

Calculonsles polynômes
�K�

, × � et Ø � , sachantqueles abscissesdespoints
d’appuisont \ ¡ gph et \kyLgpé .�K¡ []\td g \���\ky\ ¡ ��\ky gX�Þ� \ é� y~[]\td g \���\ ¡\kyc��\ ¡ g \ éw H � Ó ¡ []\td g � �é� Ó y []\td g �é

× ¡ [e\tdrg um�Þ� ß¢[e\���\ ¡ d � Ó ¡ []\td&v � z¡ [e\tdg N �Þ�àß¢[]\�� hÆd N � �é!Q^Qkx �Þ� \ ézy zg ß�SßÆé \ � � ¤ßÆé \ z � �w H × y
[e\td g um�Þ� ß¢[e\���\kymd � Ó y []\td&v � z y [e\tdg N �Þ� ß¢[]\�� é7d N �é Q{Qkx \ é y zg � ß�SßÆé \ � � ¤ß7é \ z
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D’autrepart,

Ø ¡ [e\tdLgý[]\���\ ¡ d � z¡ []\tdLg«[e\��àh´d x �Þ� \ é y z g \ �ßÆé � ßé \ z � \Ø y
[e\tdLgý[]\���\kymd � z y [e\tdLg«[e\�� éÆd x \ é|y z g \ �ß7é � \ zé ô
Ainsi,t �
[]\tdrg � �F ¢¡ × � [e\td�Zc[e\ � d � � �u ¢¡ Ø � [e\tdmZ Ó [e\ � dg × ¡ []\tdmZc[]\ ¡ d � × ymZc[]\ky�d � Ø ¡ [e\td�Z Ó []\ ¡ d � Ø yq[e\tdmZ Ó [e\kymdg [ ß�SßÆé \ � � ¤ß7é \ z � �Sd � [�� ß�SßÆé \ � � ¤ßÆé \ z d
[ �ß8õ d � [ �ßÆé \ � � �é \ z d~[�� ��hß7õ z dg ��hß7õ´ß \ � � í7õß7õ´ß \ z � �
Ainsi on a t �
[e£åd~}�hiô=�/£åí et pourcomparaisonZc[�£´dR}�h�ô�h´é8ìÆì .

L’ écartpeutsemblerimportant,maisun calculde l’erreur théoriquesur l’in-
terpolationd’Hermitemontrequel’erreur effectivementcommiseestplus petite
quecetteerreurthéorique,(laisśeenexercice).En outre,la valeur \ g�£ estrela-
tivementprocheduborddel’intervalled’interpolationqui est {Àhi`Fé
} , etengéńeral,
pour l’interpolationdeLagrangeainsiquecelled’Hermite,l’erreur s’amplifieau
borddel’intervalled’interpolation(cephénom̀eneestdit deRunge),voir la partie
travux pratiques.

5.7 Mise enœuvreenJava

On présentedans la suite une mise en œuvred’un calcul d’interpolation
polynômiale, baśe sur la formule de Lagrangedécrite dansle paragraphe5.2,
soussaformeénonćeedansla remarque5 deceparagraphe.

Soient []\_^a`*�
^ed pour h�Ï fNÏ l � � , lesn pointsd’appuidu calculd’interpola-
tion. Le calculdel’interpoléen \ s’écrit :w?x ä y~[e\tdLg ¦ x [e\td x ä y� �F ¢¡

N � �ª Ó� Q �\���\ �
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avec ª Ó� g x ä y�©  ¢¡m­ © ® ¢� [e\ � ��\ © d¦ x [e\td g x�©  ¢¡ [e\���\ © d
Poureffectuercecalcul,on utilise un fichier pour récuṕererlescoordonńees

despointsdesupport.On écrit pourcelauneclasseTableauFileIn , similaire
àcelleécritedansle paragraphe3.4.4etqui effectuecetravail. Lesdeuxtableaux
desabscisseset desordonńeessontlus l’un apr̀esl’autre.Cetteclassecorrespond
à :

import java.io.*;
import java.util.*;

class TableauFileIn {
FileReader fichier=null;
BufferedReader lecbuf;
String line;

public TableauFileIn(St ri ng nomfichier) {
try{

fichier = new FileReader (nomfichier);
lecbuf = new BufferedReader (fichier);

}
catch (FileNotFoundEx ce pt io n e) {

System.out.prin tl n( "f ic hie r inexistant !");
}

}

public double[] lectureTableau( ) {
String line, word;
double [] tlu = null;
StringTokenize r st;
try {

// lecture de la taille du tableau sur la ligne 1 :
line = lecbuf.readLin e( );
int nb = Integer.parseI nt( li ne);
tlu = new double[nb];
// lecture des coef. du tableau sur 1 seule ligne :
line = lecbuf.readLin e( );
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st = new StringTokenize r(l in e) ;
for (int j=0; j<nb; j++) {

word = st.nextToken();
tlu[j] = Double.valueOf( word ). doubl eVal ue();

}
}
catch (IOException e) {

System.out.prin tl n( "e rr eur de lecture");
}
catch (NumberFormatEx ce pt io n e) {

System.out.prin tl n( "e rr eur de conversion chaine vers double");
}
return tlu;

}

public void fermer() {
try { fichier.close() ; }
catch (IOException e) {

System.out.prin tl n( "L e fichier ne peut pas être fermer");
}

}
}

On présenteensuitela classeInterPoly qui permetde repŕesenterune
interpolation polynômiale dont le constructeurse chargera de mémoriser les
tableauxdescoordonńeesdespointsd’appuiqui lui sonttransmisenparam̀etres.
Ceconstructeurcommencéegalementle calculdescoefficientsqui nedépendent
pas de l’abscisseà laquelle se fera la calcul d’interpolation : il s’agit des

coefficients

N � �ª Ó� Q . Uneméthodeprivéesechargedu calculde ¦ x et finalement

la méthodepubliqueinterP effectuele calculeffectif del’interpolation.

import java.lang.*;
import java.io.*;
import java.util.*;
import TableauFileIn;

class InterPoly {
int n; // nombre de points d’interpolatio n
double [] xk; // abscisses des points d’interpolatio n
double [] yk; // ordonnes des points d’interpolation
double [] ydp; // coefficients de la formule d’interpolation
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static double epsilon = 1e-10; // epsilon-machine

InterPoly(doub le [] xdata, double [] ydata) {
n = xdata.length;
xk = xdata; yk = ydata;
ydp = new double[n];
calCoef();

}

// calcul de gamma_n(x)
private double gamma(double x) {

double prod = x-xk[0];
for (int i=1; i<n; i++) { prod *= x-xk[i]; }
return prod;

}

private void calCoef() {
double prod;
int k,j;
for (k=0; k<n; k++) {

prod=1;
for (j=0; j<k; j++) { prod *= xk[k]-xk[j]; }
for (j=k+1; j<n; j++) { prod *= xk[k]-xk[j]; }
ydp[k] = yk[k]/prod;

}
}

public double interP(double x) {
double diff;
diff = x- xk[0];
if (Math.abs(diff) < epsilon) return yk[0];
double som = ydp[0]/diff;
for (int k=1; k<n; k++) {

diff = x-xk[k];
if (Math.abs(diff ) < epsilon) return yk[k];
som += ydp[k]/diff;

}
return som*gamma(x);

}
}

Nous présentonsensuiteune classequi contientun programmede test qui
lit un fichier contenantles coordonńeesdespoints d’appui et qui affiche dans
une fenêtre un graphiquequi contientles points de supports(sousla forme de
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petits carŕes)et unecourbede la fonction d’interpolationconstruiteà partir de
cespoints.Cestraćesgraphiquesutilisentla bibliothèquedécritedansla chapitre
préćedentet sontdécritsdansla méthodepaint de la classeCanvasGraphe
dontle constructeurinitialise lescomposantsgraphiquesqui serontutiliséset qui
sonttransmisenparam̀etres.

Le domainede repŕesentationde ce graphiqueest obtenuen recherchant
les coordonńeesextrèmesdespoints de support.Ceci se fait grâceà la classe
MaxminTabDouble construitèaceteffet et décritedansle listing qui suit :

import java.lang.*;
import java.io.*;
import java.util.*;
import java.awt.*;
import TableauFileIn;
import InterPoly;
import DomaineDouble;
import DomaineInt;
import ManipGraphe;
import FenetreGraphe;

class CanvasGraphe extends Canvas {
ManipGraphe mp = null;
DomaineDouble cr;
DomaineInt ce;
FoncD2D f;
double[]xdata;
double[]ydata;

CanvasGraphe(D omai neDoubl e domReel, DomaineInt domEcran,
double[] x, double[] y, FoncD2D fonc) {

cr = domReel; ce = domEcran;
xdata = x; ydata = y; f = fonc;
setSize(new Dimension(ce.xm ax- ce .x mi n, ce.ymax-ce.ymin )) ;
mp = new ManipGraphe (domReel, domEcran);

}

public void paint(Graphics g) {
mp.coloreFond( g, Color.white);
mp.traceAxesCe nt res (g , Color.black);
mp.tracePoints (g , Color.red, xdata, ydata);
mp.traceFoncti on(g, Color.blue, f, cr.xmin, cr.xmax);
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}
}

class MaxminTabDoubl e {
double maxi, mini;

MaxminTabDoubl e( double[ ] t) {
maxi=t[0]; mini=t[0];
for (int i=1; i<t.length; i++) {

if (t[i] < mini) mini=t[i];
if (t[i] > maxi) maxi=t[i];

}
}
public double getmaxi() {return maxi;}
public double getmini() {return mini;}

}

class PrgInterPolyGr a {
public static void main(String args[]) {

// lecture du fichier de donn ées
TableauFileIn f = new TableauFileIn( "d onnees. dat" );
double[] xlu = f.lectureTablea u( );
double[] ylu = f.lectureTablea u( );
f.fermer();

// calcul des extrema des tableaux :
MaxminTabDoubl e mxlu = new MaxminTabDouble( xl u) ;
double maxxlu = mxlu.getmaxi();
double minxlu = mxlu.getmini();
MaxminTabDoubl e mylu = new MaxminTabDouble( yl u) ;
double maxylu = mylu.getmaxi();
double minylu = mylu.getmini();

// construction de l’interpolation polynomiale :
InterPoly pp = new InterPoly(xlu, ylu);

// representation graphique du calcul :
DomaineDouble dr = new

DomaineDouble( mi nx lu , minylu, maxxlu, maxylu);
DomaineInt de = new DomaineInt(0, 0, 600, 450);
CanvasGraphe cg = new CanvasGraphe(d r, de, xlu, ylu, pp);
FenetreGraphe x = new FenetreGraphe( de, cg, pp.libelle());
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x.show();
}

}

Nousmontronslesrésultatsobtenuspourdeuxexemples:

Premier exemple
Le fichier d’entŕeequi a ét́e utilisé pour les coordonńeesdespointsd’appui

estcompośe de4 pointset permetd’obtenirun résultatprévisibleet satisfaisant.
Il correspondauxdonńeessuivantes:

4
0.4 0.5 0.7 0.8
4
-0.91 -0.69 -0.85 -0.22

La fenêtregraphiqueobtenuecommerésultatdeceprogramme,̀apartirdeces
donńees,correspond̀a la figure5.1.

FIG. 5.1:Fen̂etregéńeŕeepar1erexempledecalculd’interpolationpolynômiale

Deuxièmeexemple
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Nousprenonsmaintenantl’exempledu àRungeetqui consistèacalculerune
interpolationpolynômialeàpartirdepointsd’appuiextraitsdela courbesuivante:Zc[]\tdLg �� � \ z

Rungeamontŕequel’erreurcommiseentrecettefonctionetsoninterpolation
polynômialetendaitversl’infini lorsquele degré d’interpolationtendaitlui-aussi
versl’infini.

Le fichierdedonńeesutiliséestalorsle suivant:

11
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
11
0.038 0.059 0.1 0.2 0.5 1 0.5 0.2 0.1 0.059 0.038

Commele laisseprévoir la propríet́e énonćeepréćedemment,la courbed’in-
terpolationva présenterdesoscillations,cesdernìeressesituentpour lesvaleurs
d’abscissesayantles plus grandesvaleursabsolues.C’est effectivementce que
donnela repŕesentationgraphiqueobtenueparle programmeetqui estrepŕesent́ee
surla figure5.2.
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FIG. 5.2: Exemple de calcul d’interpolation polynômiale correspondantau
phénom̀enedeRunge



Chapitr e 6

Approximation par moindrescarr és

6.1 Principe d’appr oximation et crit ère de
moindrescarr és

On consid̀ereles n+1 points []\_^"`�YF^ed , pour f g2h�`/ô�ô=ô=`ul , de B � z . Dansle cha-
pitre préćedent,on s’estintéresśe à la rechercheet aucalculde la fonctiond’in-
terpolationqui passeexactementpar cespoints.Dansce chapitre,on chercheà
construireunecourbequi, dansun sensà préciser, s’approchedespoints [e\_^"`�YF^*d ,
cespointspouvantprovenirdemesures,parexemple,etdonccontenirdeserreurs
expérimentales.

x i

p(x)

x

y

c
i

FIG. 6.1:Approximationdedonńeesparunefonctionp(x)

On recherchedoncunefonction d’approximation,encoreappeĺeemod̀ele et
not́ee K?[e\td qui va répondreà cettequestion.Ce mod̀ele dépendde param̀etres:

144
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parexemple,s’il correspond̀a unefonctionpolynômed’un degré donńe, lespa-
ramètressontlescoefficientsdupolynôme.

Le probl̀emequel’on seposeconsistedoncà rechercherle meilleur jeux de
param̀etresde façon à cequela courberepŕesentative du mod̀elepasse“au plus
prêt” despointsdedonńees.

La notion de meilleure proximité retenueici est le crit ère des moindres
carr és. Il consistèa rechercherle minimumdela fonction:x� ^  ¢¡ [�K?[e\_^]d���Yb^]d z

Le minimumestréaliśe pourdesvaleursparticulìeresdesparam̀etresqui cor-
respondentdoncà l’ajustementdumod̀eleparrapportauxpointsdedonńees.

6.2 Régressionlin éaire

y

x

y=ax+b

x

c i

i

FIG. 6.2:Régressionlinéaire

On recherchela droite d’équation��g�»Æ\ � ½ la plus prochede l’ensemble
despoints [e\_^a`�Yb^]d , f&g hi`/ô=ô�ô=`ul , au sensdesmoindrescarŕes. Si on note w ^�gYb^´��[¬»Æ\_^ � ½qd l’ écartentrela droitederégressionet le pointconsid́eŕe,oncherche
le minimumde t�[¬»_`F½qdLg x� ^  ¢¡ w z^ g x� ^  ¢¡ [ Yb^W�à»Æ\_^Ô�à½qd z
afin d’obtenirlesmeilleuresvaleursdesparam̀etres» et ½ .

Le minimumestobtenuesi� t� » g�h w H � t� ½ gph
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c i

ax+b
i

x i

y
y=ax+b

x

ie

FIG. 6.3:Ecartentreun pointet unedroitederégression

Il fautdoncrésoudrele syst̀emelinéairesuivantd’ordre2 :ÙÚÚÚÛ ÚÚÚÜ
� t� » gX�¥ß x� ^  ¢¡ \_^�[ Yb^W�à»Æ\_^Ô� ½qdLgph� t� ½ gX�¥ß x� ^  ¢¡ [ Yb^W� »Æ\_^Ô�à½qdLgph

C’està dire ÙÚÚÚÛ ÚÚÚÜ »
x� ^  ¢¡ \ z^ � ½

x� ^  ¢¡ \_^kg
x� ^  ¢¡ \_^�Yb^» x� ^  ¢¡ \_^ � [�l � ��d�½Rg
x� ^  ¢¡ YF^

dela dernìereéquation,onendéduitque½Rg��YÐ� »z�\
où l’on note �\ , la moyennedes\_^ , à savoir

�l � �
x� ^  ¢¡ \_^ .

Ensubstituantdansla premìereéquation,on obtient

» x� ^  ¢¡ \ z^ � [&�YM� »��\od x� ^  ¢¡ \_^og x� ^  ¢¡ \_^�YF^
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Enutilisantla variance� ¶ g �l � �`� x� ^  ¢¡ [e\_^W���\td z�� g �l � �
x� ^  ¢¡ \ z^ ���\ z

on obtient: »Ô[�l � �Sd � ¶ g x� ^  ¢¡ \_^IYF^t� [�l � �SdA�\��Y
Et doncla valeurde » vaut:

» g
x� ^  ¢¡ \_^IYF^Ô� [�l � �Sd��\|�Y[�l � �Sd � ¶

Il restealors à déterminerla pertinencedu calcul de régressionlinéairepar
rapportauxdonńees.Pourcela,on définit le coefficientdecorrélationlinéaire :

��g
x� ^  ¢¡ \_^IYF^t� [�l � �SdA�\��Y[�l � �Sd ï � ¶ ���

– On montreque � �êÏC�XÏþ�
– Si Î���Î estvoisin de0 alorsil n’y a pasde liaison linéaireentreles2 coor-

donńeesdespointsdedonńeeset le calculde régressionlinéairen’estpas
repŕesentatifdecesdonńees;

– Si Î���Î estvoisin de1 alorslespointsdedonńeessontprochesd’un aligne-
mentet le calculderégressionsejustifie.

6.2.1 Mise enœuvreen Java

Nous présentonsmaintenantune mise en œuvredu calcul de régression
linéaire en utilisant les formules préćedentes.Nous calculonsles coefficients
de la droite de régressionet le coefficient de corŕelation à partir du calcul des
différentessommesintervenantdanslesformules.

La classeReglin effectuecescalculsdansla méthodecalculCoef . Elle
poss̀edeunconstructeurqui adeuxparam̀etrescorrespondantsauxdeuxtableaux
contenantlescoordonńeesdespointsd’appui.Cesdeuxtableauxsontmémoriśes
dansdesdonńeesmembres.Le calcul descoefficientsest alors lanće en fin de
construction.On acc̀edeauxrésultats,stocḱesdansdesdonńeesmembres,grâce
à desopérateursd’acc̀esdu typegetxxx .
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import java.lang.*;
import FoncD2D;

class Reglin implements FoncD2D{
int n; // nombre de points de support
double[] x; // abscisses des points de support
double[] y; // ordonnees des points de support
double a, b; // resultats de la regression : ax+b
double r; // coef. de correlation

Reglin(double[ ] xdata, double[] ydata) {
x = xdata; y = ydata; n = x.length;
calculCoef();

}

private void calculCoef() {
double sx=0, sx2=0, sy=0, sy2=0, sxy=0;
for (int i=0; i<n; i++) {

sx += x[i]; sx2 += x[i]*x[i];
sy += y[i]; sy2 += y[i]*y[i];
sxy += x[i]*y[i];

}
double num = sxy - sx * sy /n;
double denx = sx2 - sx * sx /n;
double deny = sy2 - sy * sy /n;
a = num/denx;
r = num/Math.sqrt(d enx* deny );
b = (sy - a*sx) / n;

}

public double geta() {return a;}
public double getb() {return b;}
public double getr() {return r;}

public double calcul(double z) {return a*z+b;}
public String libelle() {return "regression lineaire";}

}

Nous présentonsmaintenantun programmeutilisant la classeReglin
pour calculer la droite de régressionà partir de donńees stocḱees dans un
fichier. Ce programmeest, en fait, très similaire au programmed’exempledu
chapitrepréćedentsur l’interpolation polynômiale. On utilise la même classe
CanvasGraphe qui n’estpasréécriteci-dessous.



MéthodesnumériquesavecJava 149

import java.lang.*;
import java.io.*;
import java.util.*;
import java.awt.*;
import TableauFileIn;
import Reglin;
import DomaineDouble;
import DomaineInt;
import ManipGraphe;
import FenetreGraphe;
import MaxminTabDouble ;

class PrgReglin {
public static void main(String args[]) {

// lecture du fichier de donn ées
TableauFileIn f = new TableauFileIn( "d onnees. dat" );
double[] xlu = f.lectureTablea u( );
double[] ylu = f.lectureTablea u( );
f.fermer();

// calcul des extrema des tableaux :
MaxminTabDoubl e mxlu = new MaxminTabDouble( xl u) ;
double maxxlu = mxlu.getmaxi();
double minxlu = mxlu.getmini();
MaxminTabDoubl e mylu = new MaxminTabDouble( yl u) ;
double maxylu = mylu.getmaxi();
double minylu = mylu.getmini();

// construction de l’interpolation polynomiale :
Reglin rl = new Reglin(xlu, ylu);
System.out.pri nt ln( "Res ul ta ts du calcul de regression lineaire :");
System.out.pri nt ln( "F onct io n de regression : "

+rl.geta()+ " x + " +rl.getb());
System.out.pri nt ln( "c oeff ic ien t de correlation : "+rl.getr());

// representation graphique du calcul :
DomaineDouble dr = new DomaineDouble(m inx lu , minylu, maxxlu, maxylu);
DomaineInt de = new DomaineInt(0, 0, 600, 450);
CanvasGraphe cg = new CanvasGraphe(d r, de, xlu, ylu, rl);
FenetreGraphe x = new FenetreGraphe( de, cg, rl.libelle());
x.show();

}
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}

Ce programmeest test́e à partir desdonńeesdu fichier “donnees.dat ”
suivant:

13
0.8 4.9 5.1 6.7 27 34 38 65 72 85 95 97 98
13
0.8 1.6 3.1 6.0 15 26 41 66 78 86 93 96 96

Le programmerenvoie desrésultatssousformetextequi sontlessuivants:

java PrgReglin

Resultats du calcul de regression lineaire :
Fonction de regression : 1.0312158159925 882 x + -3.04762618087 2437
coefficient de correlation : 0.9939141140402 419

Le programmelanceégalementl’ouverturede la fenêtregraphiquesuivante
repŕesent́eeparla figure6.4.

6.3 Généralisation aux modèleslin éaires

Nousallonsétendrele calculderégressionlinéaireà un mod̀eleplusgéńeral
du type: K$[e\tdLg �� ©  ¢¡ O ©
� © []\td
à partir desdonńees[e\_^"`*Yb^]dq`Fh Ï fLÏ l

Lesfonction ��© sontconnuesalorsquelescoefficients O © sontlesparam̀etres
à ajusterparrapportauxdonńees.

Un tel mod̀eleestappeĺe linéaire enraisondesonexpressionqui esteffecti-
vementlinéaireparrapportauxparam̀etresO ^ .On retrouve le mod̀elederégressionlinéaireenposantÃÿg � , � ¡ []\td¥g � et� y
[e\tdLg \ . L’expressiondumod̀eleestdoncK?[]\tdLg_Y ¡ � Y�y"\ .
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FIG. 6.4:Fen̂etregéńeŕeeparle programmedetestducalculderégressionlinéaire

Comme pour le calcul de régresxionlinéaire, on applique le critère des
moindrescarŕesqui consistèa rechercherle minimumdela fonction� [ O ¡ ` O yF`/ô/ô/ô~` O � d g x� ^  ¢¡ [ Yb^W��K$[e\_^ed�d z

g x� ^  ¢¡ � YF^W� �� ©  ¢¡ O ©<� © []\_^�d � z
Ce minimum est atteind lorsqueles dérivéespartiellesde

�
par rapport à

chaquecoefficient O � , ��gñhÞô
ô/ômÃ , sontnulles:
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� � [ O ¡ `/ô
ô/ô
` O � d� O � g h
ß x� ^  ¢¡ � Yb^W� �� ©  ¢¡ O ©���© [e\_^�d � [�� � � [e\_^ed�d g hx� ^  ¢¡ �� ©  ¢¡ O ©���© [e\_^]d � � [e\_^]d g x� ^  ¢¡ Yb^ � � [e\_^�d�� ©  ¢¡ O © x� ^  ¢¡ � � [e\_^]d ��© [e\_^]d g x� ^  ¢¡ � � [e\_^�d�Yb^

C’estuneéquationlinéaireà Ã � � inconnues: O © , � g«hi`
ô/ô/ô
`mÃ qui sedécline
pourchaquevaleurde � , ��g�hi`/ô/ô/ôq`uÃ . Ondoit doncrésoudreunsyst̀emed’ordreÃ � � .
6.3.1 Ecritur ematricielle du problème

Onpose� matriced’ordre [�l � �7`uÃ � �Sd dontlescoefficientsvalent:�?^ © g ��© [e\_^�d
et on pose� le vecteurdecomposantes[qY ¡ `/ô/ô/ô~`�Y x d .
On peutmontrerquele syst̀emepréćedents’écrit :u � D � vz� g u � D � v
La solution � correspondaux [eÃ � �Sd coefficients O ^ cherch́es.Eneffet

u � D � v � g x� ^  ¢¡ u � D v � ^ �_^og x� ^  ¢¡ � � [e\_^�d�Yb^u�u � D � vz��v � g �� ©  ¢¡ u � D � v � © � © g �� ©  ¢¡ � x� ^  ¢¡ � � []\_^�d � © [e\_^�d � O ©
Onadoncbien,pour h�Ï���Ï Ã :u�um� D ��v � v � gU[q� D � d �
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6.3.2 Mise enœuvreen Java

Nousprésentonsmaintenantunemiseenœuvredececalculmatricielpermet-
tantuneidentificationd’un mod̀elelinéaire,̀apartird’un ensembledepointsd’ap-
pui.Nousutilisonslesdifférentesclassesconstruitesdansleschapitrespréćedents,
à savoir :

– vecteur : la classedevecteursdéfinit en1.3.4;
– matrice : la classedematricesdéfinit en3.4.2;
– sysGeneLU : la classede syst̀emeslinéairesgéńerauxdéfinit en 3.4.5.

Nousutilisonsaussiuneclassed’exceptionSysLinException définie
dansle mêmechapitreetappeĺeelorsquela résolutiond’un syst̀emelinéaire
échoue(matricenumériquementsingulìere,parexemple).

Le constructeurde la classeModlin qui suit se charge uniquementde
récuṕerer le tableaude fonctionspasśesen param̀etreset l’affecteà unedonńee
propre du même type. La méthodeidentifie se charge de faire le calcul
d’identificationsousforme matriciel commedécrit préćedemment: les matrices
et vecteursnécessairessontconstruitset on appellela méthodede résolutionde
syst̀emede la classesysGeneLU . Uneméthodegetcoef permetde renvoyer
un descoefficients identifiés.On définit aussiles deuxméthodesde l’interface
FoncD2D que notre classeimplémente.Ces méthodesseront utilisées, par
exemple,pour permettreune repŕesentationgraphiquegrâce à la bibliothèque
définieauchapitre4.

import vecteur;
import matrice;
import sysGeneLU;
import SysLinException ;
import FoncD2D;

class Modlin implements FoncD2D{
int m; // nombre de fonctions de base du modele
vecteur coef; // coef. du modele a identifier
FoncD2D [] phi; // fonctions de base

Modlin(FoncD2D [] foncbase) {
m = foncbase.length ;
phi = foncbase;

}

public void identifie(doubl e[ ] xdata, double[] ydata)
throws SysLinException {

// 1. construction des matrices et vecteurs :
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vecteur y = new vecteur(ydata);
int n = ydata.length;
matrice f = new matrice(n,m);
matrice ft = new matrice(m,n);
for (int i=0; i<n; i++)

for (int j=0; j<m; j++) {
double coefij = phi[j].calcul( xda ta [i ]) ;
f.toCoef(i, j, coefij);
ft.toCoef(j, i, coefij);

}
// 2. Construction et r ésolution du systeme lineaire :
matrice a = matrice.produit (ft ,f );
vecteur b = matrice.produit (ft ,y );
sysGeneLU syst = new sysGeneLU(a,b);
coef = syst.resolutio n( );

}

public double calcul(double x) {
double result=0;
for(int i=0; i<m; i++)

result += coef.elt(i) * phi[i].calcul(x );
return result;

}

public String libelle() {return "modele lineaire de moindres carres";}

public double getcoef(int i) {return coef.elt(i);}
}

Le programesuivantdonneun exempled’utilisation decetteclasse.Il a pour
but detrouver uneapproximationparun polynômededegré 3 d’un ensemblede
pointslus dansun fichier. Il estengrandepartiesimilaire à celui du paragraphe
préćedent,saufpourla constructiond’uneinstancedela classeModlin . L’appel
à la méthoded’identificationqui suit sefait engérantl’exceptionéventuellement
déclanch́ee si la résolutiondu syst̀emeéchoue.On remarquerale processusde
constructiondesdifférentesfonctionsde basedu mod̀ele et du tableauqui les
contient.

import java.lang.*;
import java.io.*;
import java.util.*;
import java.awt.*;
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import TableauFileIn;
import Modlin;
import DomaineDouble;
import DomaineInt;
import ManipGraphe;
import FenetreGraphe;
import MaxminTabDouble ;

class Fbase1 implements FoncD2D{
public double calcul(double x) {return 1;}
public String libelle() {return "f(x)=1";}

}

class Fbase2 implements FoncD2D{
public double calcul(double x) {return x;}
public String libelle() {return "f(x)=x";}

}

class Fbase3 implements FoncD2D{
public double calcul(double x) {return x*x;}
public String libelle() {return "f(x)=xˆ2";}

}

class Fbase4 implements FoncD2D{
public double calcul(double x) {return x*x*x;}
public String libelle() {return "f(x)=xˆ3";}

}

class PrgModlinPoly {
public static void main(String args[]) {

// lecture du fichier de donn ées
TableauFileIn f = new TableauFileIn( "d onnees. dat" );
double[] xlu = f.lectureTablea u( );
double[] ylu = f.lectureTablea u( );
f.fermer();

// calcul des extrema des tableaux :
MaxminTabDoubl e mxlu = new MaxminTabDouble( xl u) ;
double maxxlu = mxlu.getmaxi();
double minxlu = mxlu.getmini();
MaxminTabDoubl e mylu = new MaxminTabDouble( yl u) ;
double maxylu = mylu.getmaxi();
double minylu = mylu.getmini();
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// construction de l’interpolation polynomiale :
Fbase1 f1 = new Fbase1();
Fbase2 f2 = new Fbase2();
Fbase3 f3 = new Fbase3();
Fbase4 f4 = new Fbase4();
FoncD2D [] fbase = {f1, f2, f3, f4};
Modlin ml = new Modlin(fbase);
try {

ml.identifie(xl u, ylu);
System.out.prin tl n( "Res ult at s de l’identifiactio n des coef. :");
for (int i=0; i<fbase.length ; i++)

System.out.prin tl n( "co ef . "+i+" : "+ml.getcoef(i )) ;

// representation graphique du calcul :
DomaineDouble dr = new DomaineDouble(mi nx lu , minylu,

maxxlu, maxylu);
DomaineInt de = new DomaineInt(0, 0, 600, 450);
CanvasGraphe cg = new CanvasGraphe(dr , de, xlu, ylu, ml);
FenetreGraphe x = new FenetreGraphe(d e, cg, ml.libelle());
x.show();

}
catch(SysLinEx ce pti on e) {

System.out.prin tl n( "e rr eur au cours de l’identificatio n" );
}

}
}

Le programmepréćedentesttest́esurle jeudedonńeesqui suit :

13
-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
13
-12 -13 -9 -7 -9 0 5 13 11 6 9 5 0

Le programmerenvoie lesrésultatssousformetextequi suivent:

java PrgModlinPoly

Resultats de l’identifiaction des coef. :
coef. 0 : 4.160839160839 161
coef. 1 : 3.772560772560 772
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coef. 2 : -0.30269730269 73027
coef. 3 : -0.07925407925 407925

Il provoqueégalementl’ouverturede la fenêtrequi estdécritedansla figure
6.5.

FIG. 6.5: Fen̂etre géńeŕee par le programmede calcul d’un mod̀ele linéaireen
utilisantun polynômededegré3

Le résultatobtenueresteassezéloigńe des points de supportcar le degré
du polynôme est relativementpeu élevé par rapport aux variationsdes points
de donńees.On montreci-dessouscommentil est très simple de construireun
nouveaumod̀ele, ici un polynômede degré 9, et de l’int égrerau programmede
test.Toutesles classesutiliséessontsuffisammentgéńeriquespour ne pasavoir
besoind’être modifiée. Le programmede test devra définir toutesles classes
qui vont permettrede construireles fonctionsde basenécessaires,appeĺeesici
Fbasexxx . Il ne resteraplus qu’à les instanciereffectivementet utiliser ces
instancespour construirele tableauxdesfonctionsde base.Tout le restereste
inchanǵe.Voici ci-dessousla partiedeprogrammèamodifier:

...
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class Fbase1 implements FoncD2D{
public double calcul(double x) {return 1;}
public String libelle() {return "f(x)=1";}

}

class Fbase2 implements FoncD2D{
public double calcul(double x) {return x;}
public String libelle() {return "f(x)=x";}

}

class Fbase3 implements FoncD2D{
public double calcul(double x) {return x*x;}
public String libelle() {return "f(x)=xˆ2";}

}

...

class Fbase9 implements FoncD2D{
public double calcul(double x) {return x*x*x*x*x*x*x* x;}
public String libelle() {return "f(x)=xˆ8";}

}

class Fbase10 implements FoncD2D{
public double calcul(double x) {return x*x*x*x*x*x*x* x*x ;}
public String libelle() {return "f(x)=xˆ9";}

}

class PrgModlinPoly {
public static void main(String args[]) {

// lecture du fichier de donn ées
TableauFileIn f = new TableauFileIn( "d onnees. dat" );
double[] xlu = f.lectureTablea u( );
double[] ylu = f.lectureTablea u( );
f.fermer();

// calcul des extrema des tableaux :
MaxminTabDoubl e mxlu = new MaxminTabDouble( xl u) ;
double maxxlu = mxlu.getmaxi();
double minxlu = mxlu.getmini();
MaxminTabDoubl e mylu = new MaxminTabDouble( yl u) ;
double maxylu = mylu.getmaxi();
double minylu = mylu.getmini();
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// construction de l’interpolation polynomiale :
Fbase1 f1 = new Fbase1();
Fbase2 f2 = new Fbase2();
Fbase3 f3 = new Fbase3();
Fbase4 f4 = new Fbase4();
Fbase5 f5 = new Fbase5();
Fbase6 f6 = new Fbase6();
Fbase7 f7 = new Fbase7();
Fbase8 f8 = new Fbase8();
Fbase9 f9 = new Fbase9();
Fbase10 f10 = new Fbase10();
FoncD2D [] fbase = {f1, f2, f3, f4, f5, f6, f7, f8, f9, f10};
Modlin ml = new Modlin(fbase);

...

Les résultatsobtenussont donńes ci-apr̀es, ainsi que la fenêtre graphique
géńeŕeedansla figure6.6.

java PrgModlinPoly

Resultats de l’identifiaction des coef. :
coef. 0 : 7.005477494642 518
coef. 1 : 8.749201812979 114
coef. 2 : -2.16067806677 41687
coef. 3 : -1.49141886530 43547
coef. 4 : 0.223665398176 94758
coef. 5 : 0.119634039653 8589
coef. 6 : -0.00928900068 800065
coef. 7 : -0.00398957463 1021212
coef. 8 : 1.240079365080 2364E-4
coef. 9 : 4.586325270847 8754E-5

Nousmontronsmaintenantunnouveaucalcul,à partir desmêmesdonńees,et
qui utiliseun mod̀eleconstitúed’unesommede4 fonctionstrigonoḿetriques:K?[]\tdKgp»iy��
�)�S[�hiô�é
\td � »´z��mù�ò$[¬hiô�é
\td � »å�����)�S[��7ôöé
\td � »)�X��ùóò$[+�Æô�é
\td

La partiedeprogrammèamodifierestla suivante:

...
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FIG. 6.6: Fen̂etregéńeŕeepar me programmede calcul d’un mod̀ele linéaireen
utilisantun polynômededegré9

class Fbase1 implements FoncD2D{
public double calcul(double x) {return Math.cos(x/2); }
public String libelle() {return "f(x)=cox(x/2)" ;}

}

class Fbase2 implements FoncD2D{
public double calcul(double x) {return Math.sin(x/2); }
public String libelle() {return "f(x)=sin(x/2)" ;}

}

class Fbase3 implements FoncD2D{
public double calcul(double x) {return Math.cos(1.5*x );}
public String libelle() {return "f(x)=cos(1.5*x )" ;}

}

class Fbase4 implements FoncD2D{
public double calcul(double x) {return Math.sin(1.5*x );}
public String libelle() {return "f(x)=sin(1.5*x )" ;}

}
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class PrgModlinTrigo {
public static void main(String args[]) {

// lecture du fichier de donn ées
TableauFileIn f = new TableauFileIn( "d onnees. dat" );
double[] xlu = f.lectureTablea u( );
double[] ylu = f.lectureTablea u( );
f.fermer();

// calcul des extrema des tableaux :
MaxminTabDoubl e mxlu = new MaxminTabDouble( xl u) ;
double maxxlu = mxlu.getmaxi();
double minxlu = mxlu.getmini();
MaxminTabDoubl e mylu = new MaxminTabDouble( yl u) ;
double maxylu = mylu.getmaxi();
double minylu = mylu.getmini();

// construction de l’interpolation polynomiale :
Fbase1 f1 = new Fbase1();
Fbase2 f2 = new Fbase2();
Fbase3 f3 = new Fbase3();
Fbase4 f4 = new Fbase4();
FoncD2D [] fbase = {f1, f2, f3, f4};
Modlin ml = new Modlin(fbase);

...

Lesrésultatsnumériqueset graphiques(cf. figure6.7)sontdonńesci-apr̀es.

java PrgModlin

Resultats de l’identifiaction des coef. :
coef. 0 : 5.208201909446 939
coef. 1 : 10.34872534052 8471
coef. 2 : 1.446618702950 3472
coef. 3 : 3.250853663738 151

Nous remarquonsune assezbonne solution grâce à ce polynôme trigo-
nométriquealorsque,seuls,quatrecoefficientssontà calculer, comparativement
aux 10 coefficientsde l’approximationpolynômialepréćedente.Toutefois,il est
nécessairequelesfréquencesdesfonctionstrigonoḿetriquesentrantenjeusoient
correctementajust́eesauxdonńeesd’entŕee.En effet, cesfréquencesnesontpas
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FIG. 6.7: Fen̂etregéńeŕeepar me programmede calcul d’un mod̀ele linéaireen
utilisantun polynômetrigonoḿetriqueà4 termes

calcuĺeespar la méthoded’ajustement.Pourqu’ellessoientdétermińeespar un
processusde moindrescarŕes, il serait nécessaired’introduire descoefficients
à identifier à l’int érieur desfonctionstrigonoḿetriques: le mod̀ele n’est alors
plus linéaireet la méthodedécrite,ici, n’est plus suffisante.Il faut élaborerune
méthoded’ajustementdemod̀elesnon linéaires.Pourcela,un proćed́e classique
seraitde plongerla méthodepréćedentedansun processusitératif où l’on rem-
placelesfonctionsnonlinéairespar leur développementlimit é aupremierordre.
La convergencedu processusitératif permetalorsd’obtenir la solutionde notre
probl̀eme non linéaire. Nous n’irons pas plus loin, dans le cadrede cet ou-
vrage,sur cetteméthodesugǵeŕeeici, mêmesi les classesquenousavonsdéjà
présent́ees,notammentla classeIterGene du chapitre2, nousfournissentdes
outils intéressantsdedémarragepourunemiseenœuvre.
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6.4 Enoncésdesexercicescorrig és

Exercice45 :
.......

Exercice46 :
.......

Exercice47 :
.......

Exercice48 :
.......

Exercice49 :
.......
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6.5 Enoncésdesexercicesnon corrig és

6.6 Corrig ésdesexercices

...............
A FAIRE
...............

exercice22

exercice23

exercice25

exercice26

exercice29



Chapitr e 7

Int égration Numérique

Lesméthodesd’intégrationnumérique,interviennentessentiellementlorsque
uneprimitive de Z estd’expressionassezcompliqúeeou inconnue,ou lorsque Z
n’est connueque par points,par exemplesi elle résultede mesuresphysiques,
on peut l’approcheralors par interpolation( chap.préćedent),puis on intègre
numériquementl’interpolée.On traiteraseulementlesintégralesdu type:B gk���� Zc[]\td& Æ\
où {À»_`F½u} estun intervallefini deIR et Z estcontinuesur {¼»_`F½u} .
7.1 MéthodesdesRectangles

7.1.1 MéthodedesRectanglessupérieurs et inf érieurs
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Figure 8 Figure 9

On consid̀ereunesubdivision de {¼»W`u½F} ensousintervalleségaux {|\_^v`m\_^ § y+} où\_^?gþ» � fmj , ( fLg�hi`/j�j�jo`ul ), »�g�\ ¡ `F½¾gp\ x et jÅg � ä �x . On supposelesvaleurs

165
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Zc[e\_^�d connuespour fMgýhi`
j�j�jk`ul . Puissurchaquesous-intervalle {|\_^v`m\_^ § y+} , ( f�ghi`/j�j�jk`ul&�p� ) on remplacela fonction Zc[]\td par Zc[e\_^]d dansle casde la méthode
desrectanglessuṕerieurs(fig 8) et par Zc[]\_^ § y�d dansle casde la méthodedes
rectanglesinférieurs(fig 9).

7.1.2 Méthodedesr éctanglespoints-milieux

x1 x2 x
3

x
4

f(x)

Figure 10

Cette fois-ci on prend pour chaquesous-intervalle { \_^"`m\_^ § y"} , Zc[ ¶ � § ¶ � ²´³z d
commehauteurdu rectangle,onaalors� ¶ � ²Æ³¶ � Zc[]\td& Æ\·}�jWZc[ \_^ � \_^ § yß d
d’où � �� Zc[]\td& Æ\·} x ä y� ^  ¢¡ jWZc[ \_^ � \_^ § yß dLg x ä y� ^  ¢¡ jWZc[e\ ¡ � ß
f � �ß jWd
On démontrequel’erreur decetteméthodeest:[¬½N�à» d zß�e =?>A@Ì(¸�¹ Ê ã Í�º Î|Z Ó []\tdSÎ
7.2 Méthodesdestrapèzes

On consid̀ereunesubdivision de [a,b] en sousintervalleségaux { \_^"`m\_^ § y"} de
bornes\_^ g2» � fmj , ( f g1hi`/j�j�jo`ul ), »àg�\ ¡ `F½Åg \ x et j g � ä �x . On suppose
connueslesvaleurs Z�[e\_^ed pour f�gChi`/j�j�jk`ul . Sur chaqueintervalle { \_^"`m\_^ § y+} on

remplacela fonction Zc[e\td parla droite: ��g�Zc[e\_^�d � [e\���\_^ed Zc[e\_^ § ymd�� Z�[e\_^ed\_^ § yc��\_^ .
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L’aire exacteestdoncremplaćeeparl’aire »Ô^ du trap̀eze.Par conśequentensom-
mant les airesdesn trap̀ezesde base {|\_^v`m\_^ § y+} , ( f�g h�`/j�j�jk`ul ), on obtientune
approximation»X¼ del’int égraleB ; comme»t^og ¼ z [¬Zc[e\_^ § ymd � Zc[e\_^]dmd , alorsB g � �� Zc[e\td� Æ\·} j ß {�Z�[e\ ¡ d � Z�[e\ x d � ß x ä y� ^   y Zc[e\_^]d+}tg½»!¼
Pourjustifier ceproćed́e il fautmontrerque »!¼ peutêtrerenduaussiprocheque
l’on veutde B pourvuquele pas j soit ’assezpetit’ et que Z soit ’assezrégulìere’
( voir les référencesdonńeesen fin de ce polycope).On démontreque l’erreur
Ç ¼¥g_B �h»X¼ commiseparapplicationdecetteméthodeestdonńeepar:Ç ¼�gU� [¬½M��»�d&j z�Sß ZX¾W[eÁ´d�`rÁ�¹ {À»_`F½u}
Doncsi ÉázÐg¿=�>�@�À � ­ �ÂÁ Î|ZÔÓ Ó][�H�dSÎ , alors Î Ç ¼¢ÎåÏ µ � ä � · ay�z0� î Éáz
7.3 MéthodedeSimpson

Danscetteméthodeon supposequen estpair (soit n=2s),puis on subdivise{À»_`F½u} enssousintervalleségaux{ \_^ ä yq`m\_^ § y+} delongueurj , ( f�g��Lj�j�j�nN�à� ), puis
onremplaceZc[]\td surchaqueintervalle { \_^ ä yq`m\_^ § y+} nonpasparunedroitecomme
dansles trap̀ezes,maispar uneparaboleayantauxabscisses\_^ ä yq`m\_^ w HM\_^ § y les
mêmesvaleursque Z ; c’est à dire paruneinterpolationquadratiquesurcestrois
points.Le polynôme

w y d’interpolationen \_^ ä yq`m\_^ w HM\_^ § y est(voir chapitre4) :w y~[e\td g Z�[e\_^ ä ymd [e\���\_^ § y�d
[]\���\_^edß)j z �g Z�[e\_^ed [e\���\_^ ä ymd
[]\���\_^ § ymd�^j z �g Z�[e\_^ § ymd [e\���\_^ed
[]\���\_^ ä ymdß)j z
D’autrepart la surface

� ^ délimitéeparcetteparabole,lesdroites \ gX\_^ ä y , \æg\_^ § y et l’axedesabscissess’obtientencalculant: Ã ¶ � ²´³¶ ��Ä ³ w y
[e\td� ´\ d’où ;� ^tg j ¤ [¬Zc[e\_^ ä y�d � £åZc[]\_^ed � Z�[e\_^ § y�d�d
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Ceci donnel’approximationde Simpson
� ¼ de B , en sommantles aires

� ^ pourf�gX� à lÄ� � . Finalement:� ¼ g j ¤ {ÀZc[e\ ¡ d � Zc[e\Wz0Å�d � £_{�Zc[]\ky�d � Zc[]\W�bd � j�j�j� Zc[]\Wz0Å ä y�d"} � ßi{�Zc[]\Wzqd � Zc[]\��qd � j�j�j � Zc[]\Wz0Å ä zbd"}�}
c’està dire :� ¼¥g j ¤ {ÀZc[e\ ¡ d � Zc[e\Wz0Å�d � £ Å� �F  y Zc[]\Wz � ä y�d � ß Å ä y� �F  y Zc[]\Wz � d"}
On démontrequel’erreur

Ç ¼ g�B � � ¼ commiseparapplicationdeSimpsonest
donńeepar: Ç ¼¥gU� [�½M� » d(j ��/ìÆh Z µ � · [eÁåd¥`BÁ�¹ {¼»W`u½F}
Doncsi É`�Rg¿=�>�@ À � ­ �ÂÁ Î|Z µ � · [IH�dSÎ , alors

Î Ç ¼¢ÎåÏ [¬½M� » d ���ìÆh�e � É`�
Remarque 7 En géńeral la méthodede Simpsondonneunemeilleure approxi-
mationquecelledestrapèzes,( souscertainesconditionsderégularit́ede Z , voir
réf́erences...), car l’erreur commiselorsqu’onappliqueles trapèzesestpropor-
tionnelleà j z , alorsquepourSimpsonelleestproportionnelleà j � , etcommepar
unetransformationde la variable d’intégration on peuttoujours seramenerde{À»_`F½u} à {¼hi`/�~} et qu’alors j ¹à{¼hi`/�
} , on a donc j � ]½j z .
Remarque 8 Comparaisondeserreurs :

Rectangles [¬½N�à» dmÉày(j
Trapèzes � ä �y�z Éáz<j zSimpson � ä �y Æ ¡ É`��j �

7.4 MéthodedeRomberg

C’estun proćed́e d’acćelérationdela convergenced’autresméthodescomme
les trap̀ezes.En géńeral pour calculer B�g Bt[¬hÆd&g Ã �� Zc[]\td& Æ\ , on fixe un pasj g � ä �x et on approximeBt[�h´d par Bo[qjWd � Ç [rjWd , où

Ç [rjWd estl’erreur commise,
avecl’hypothèsequecetteerreurtendvers0avec j pour Z suffisammentrégulìere.
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L’id éede l’algorithme de Romberg estde prendreunecombinaisonlinéairedeBo[qjWd etde Bt[ ¼ z d qui donneraunemeilleureapproximationde Bt[¬h´d , puisderecom-
menceravec Bt[ ¼ � d , etc j�j�j .

Prenonspar exemplela méthodedestrap̀ezeson a Bt[�h´d g » x � Ç [rjWd où» x g¿»X¼�g_Bt[rjWd désignel’approximationpourn subdivisionsde {À»_`F½u} delongueurj .
Dansle casoù l’on peutfaireun développementlimit éen j on a :» x g¿Bt[¬hÆd � »iy(j z � »´z<j � � j�j�j � » M j z M � j z MAÇ [rjWd

doncl’erreur estÇ [rjWdLgX� [¬»iy(j z � »´z<j � � j�j�j � » M j z M � j z MAÇ [rjWd�d
qui estunesérieconvergente(et }�j z ). D’autrepart:»tz x g¿Bt[¬h´d � »iy
[ j ß d z � »´z
[ j ß d � � j�j�j � » M [ j ß d z M � [ j ß d z M Ç [rjWd
Si on fait

� G µUÈ î ·*ä G µ ¼ ·� ä y , (c’est à dire
�UÉ î ±
ä É ± ·� ä y ), les termesen j z sontéliminés,donc

l’erreur commiseestéquivalenteà j � , cequi estbiensûr meilleur.
Encontinuantceraisonnementavec ¼ � ` ¼ Æ `/j�j�j onobtientl’algorithmedeRomberg
danslequel,pourclarifier lesnotations,lesvaleursobtenuesdirectementpar les
trap̀ezesserontnot́ees»$y ­ x `&»?y ­ z x `(»$y ­ � x `/j�j�j , aulieu de » x `(»tz x `(»�� x `/j�j�j De même
on notera» �~­ x `(» �~­ z x j�j�j le résultatde la � \ � \

combinaisondeRomberg, voir le
tableauci-dessousqui résumecetalgorithme:ÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊ

»$y ­ x »$y ­ z x »$y ­ � x »$y ­ Æ x j�j�jË O ÌÎÍ Ë O ÌÏÍ Ë O ÌÎÍ Ë O»tz ­ x »tz ­ z x »tz ­ � x j�j�jË O ÌÎÍ Ë O Ì8Í»t� ­ x »t� ­ z x j�j�jË O ÌÎÍ»�� ­ x j�j�j
...

Onconstruitla premìerelignequi correspondauxtrap̀ezesavec l subdivisions,ß
l
subdivisions,etc...etondésigneparlesflêchesO et Ì lesdifférentescombinaisons
àl’origine dela flêche, doncladeuxìemeligneestobtenuegrâceà:

�mÐ ä L� g z î Ð ä Lz î ä y
la troisièmeligne est obtenuegrâce:

� î Ð ä Ly � g z îÂÑWî Ð ä Lz îÂÑ_î�ä y , etc...d’où la règlede
récurrencequi donnele passagedela � \ � \

ligne à la [v� � �Sd
\ � \

ligne :
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Unefois calcuĺes » �~­ x , » �q­ z x , » �~­ � x j�j�j , on a» �F§ y ­ x g z î � É ��ã î ± ä É �+ã ±z î � ä y

la � \ � \
ligne du tableaude Romberg donnedesapproximationsde l’int égrale

pourlesquelsl’erreuresten j z � ; donc » �q­ x estplusprécisque » © ­ x pour
� Ïñ� , et

d’autrepart » �~­ x estmoinsprécisque » �~­ z x qui l’est moinsque » �~­ � x , j�j�j .
La précisionaugmentedehauten baset degauchèa droitedu tableau,maisat-
tention,pasnéćessairementsurlesdiagonales.

Remarque 9 . On remarquequedansla deuxìemelignedu tableaudeRomberg,»oz ­ x estexactementle résultatdela méthodedeSimpson.
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7.5 Enoncésdesexercicescorrig és

Exercice50 :
a) DonnerlesformulesdesrectanglesapprochantB�gÓÃ �� Zc[e\td� ´\ .
b) Trouver l’erreurcommiseenappliquantla méthodedesrectangles,ainsiquele
nombreminimum l desubdivisionsde {Àh�`/�
} pouravoir Ã y¡ w ¶ î  Æ\ à 1/100près
c) Donnerla méthodedesrectangles̀apoint milieu.
d) Trouver l’erreur commiseenappliquantla méthodedesrectangles̀a point mi-
lieu. Mêmeapplicationqu’à la questionb).

Exercice51 :
Déterminerparle méthodedestrap̀ezespuisparcelledeSimpsonÃ^Ô î¡ Z�[e\td& Æ\ sur
la basedu tableausuivant:\ h Õ|Ö7ì Õ|Ö
£ ¤�Õ|Ö7ì Õ|Ö7ßZc[e\td h hiô�¤Æì´ß7õ7ìÆ¤ h�ôöí7hÆí���h´í hiô�ë´ß7¤ÆìÆì7h �
Cespointsd’appuisontceuxdonnant��ùóòÐ\ , compareralorsles résultatsobtenus
avecla valeurexacte.

Exercice52 :
On lanceunefuséeverticalementdu sol et l’on mesurependantlespremìeres80
secondesl’accéleration¦ :H~[ w l�nSd h ��h ß8h ¤Æh £´h é8h õÆh í7h ìÆh¦ [ w loÃÏÖ)n z d ¤Æh ¤i�7ô�õÆ¤ ¤Æ¤iôÀ£Æ£ ¤´é�ôÀ£åí ¤´í ôöíÆé £´hiô�¤Æ¤ £Æ¤iôöß8ë £´õiô�í7h é7hiô�õ´í
Calculerla vitesseV dela fuséeà l’instant t=80s,parlesTrap̀ezespuisparSimp-
son.

Exercice53 :
Calculerà l’aide de la méthodedesTrap̀ezesl’int égraleB g×ÃÙØ¡ ��ùóòk[e\ z d& Æ\ (avec
N=5 puisN=10pointsd’appui).

Exercice54 :
Trouver le nombreN de subdivisions nécessairesde l’intervalle d’intégration{Ý�2ÕK`(Õk} , pour evaluer à hiô�é���h ä � près, grâce à Simpson, l’int égrale : B gÃ~Øä Ø ���)�¢\� Æ\ .
Exercice55 :
Evaluer a l’aide de la méthodedesTrap̀ezes,l’int égrale: ÃÚØ¡`ÛÂÜ ü ¶¶  Æ\ , avec une
erreurinférieureà ��h ä � .
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Exercice56 :
Evaluera l’aide de la méthodedestrap̀ezespuiscelledeRomberg baśeesur les
trap̀ezes,l’int égrale: Ã y¡ yy § ¶  Æ\ , avecuneerreurinférieureà ��h ä � .
Comparerlesvitessesdeconvergence.Comparer̀a la valeur’exacte’.

Exercice57 :
Soit ��[e\td g Ã ¶¡ H w ä D  �H . Combienfaut-il de subdivisionsde [0,1] pour evaluer��[+�Sd a �/h ä Æ prèsenutilisant

1. la méthodedestrap̀ezes

2. la méthodedeSimpson
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7.6 Enoncésdesexercicesnon corrig és

Exercice58 :
Soit ��[]\td�gÝÃ ¶¡ H z w ä D  �H . Combienfaut-il de subdivisionsde [0,1] pour evaluer��[+�Sd a �/h ä � presenutilisant

1. la méthodedestrap̀ezes

2. la méthodedeSimpson

Exercice59 :
Utiliser laméthodedeSimpsonpourapprocherß Ã y¡?Þ �
�)�&ß?[vß
\td� Æ\ . ensubdivisant
l’intervalle {Àhi`
�
} en e�gU��h partieségales.

Exercice60 :
Pourévaluer ��[+�Sd , où la fonction � estdonńeepar ��[]\tdKg Ã ¶¡ �mùóòÂ[�H�d& )H , onintégre
le développementdeTaylor de �mùóòk[�H�d ( qui commencecommesuit : Hc� D a� È � D�à� È ...).

1. Donnerl’erreurcommisesurle résultatsi onsecontentedudéveloppement
à l’ordre 6 de ��[e\td .

2. Estimeralors ��[+�Sd à cetteerreurprès,et comparer̀a la valeur’exacte’ob-
tenueparvotrecalculette.

Exercice61 :
Soit ��[e\tdLg Ã ¶¡ w ä D î  )H .

1. En utilisant la méthodedestrap̀ezes,combienfaut-il de subdivisions de{Àh�`/�
} pourevaluer ��[+�Sd à �/h ä z près?

2. Détermineralors ��[���d parlestrap̀ezes̀a �/h ä z près.

Exercice62 :
Soit á�[e\tdLg_Ã ¶¡ ���)� z [IH�d& )H .

1. EnutilisantlaméthodedeSimpson,combienfaut-il desubdivisionsde {¼hi`/�
}
pourévaluer á�[��Sd à ��h ä � près?

2. Détermineralors á�[���d parla méthodedeSimpsoǹa ��h ä � près.

Exercice63 :
Soit ��[e\tdLg_Ã ¶¡ ��ùóò$[¬ß�H�d& )H .

1. En utilisant la méthodede Simpson,combienfaut-il de subdivisions de{Àh�`(Õ|ÖÆß
} pourévaluer ��[IÕ|ÖÆßÆd à ��h ä z près?

2. Détermineralors ��[�ÕzÖÆßÆd .



MéthodesnumériquesavecJava 174

Exercice64 :
Soit ��[e\tdLg_Ã ¶¡ ��ùóò$[IH�d"�
�)�/[�H�d& )H .

1. EnutilisantlaméthodedeSimpson,combienfaut-il desubdivisionsde {¼hi`/�
}
pourévaluer ��[��Sd à ��h ä � près?

2. Détermineralors ��[���d parla méthodedeSimpsoǹa �/h ä � près.

Exercice65 :
Soit ��[e\tdLg_Ã ¶¡ãâ >7ò$[�H�d� )H .

1. En utilisant la méthodede Simpson,combienfaut-il de subdivisions de{Àh�` Ø � } pourévaluer ��[ Ø � d à �/h ä � près?

2. Détermineralors ��[ Ø � d . Comparer̀a la solutionexacte.

Exercice66 :
Soit ��[e\tdLg_Ã ¶y ð�òÂ[�H z d� )H .

1. EnutilisantlaméthodedeSimpson,combienfaut-il desubdivisionsde { �Æ` w }
pourévaluer ��[ w d à ��h ä z près?

2. Détermineralors ��[ w d .
Exercice67 :
Soit ��[e\tdLg_Ã ¶¡ yµ y § D ·�î  )H .

1. En utilisant la méthodedestrap̀ezezs,combienfaut-il de subdivisionsde{Àh�`/�
} pourévaluer ��[��Sd à ��h ä � près?

2. Détermineralors ��[���d parla méthodedestrap̀ezezs̀a ��h ä � près.

Exercice68 :

Soit B&g � �� Zc[IH�d& )H . On consid̀ereunesubdivision de {À»_`F½u} en l sousintervalles

égauxdebornesH"^ogp» � fmj , où fsg�h�`/j�j�jk`ul , » gCH ¡ , ½RgCH x et j�g ½�� »l .

1. Retrouver l’erreur

Ç ^+[qjWd commisepar la méthodedestrap̀ezessurun sous
intervalle { H"^a`(H"^ § y+} . Montrerquela formulegéńeraledel’erreur

Ç g_B���»X¼
commiseparapplicationdecetteméthode,surtout {À»_`F½u} , estdonńeepar:Ç ¼¥gX� [¬½M�à» d(j z�Sß ZX¾_[eÁåd�`BÁ�¹à{¼»_`F½u}
En déduirequesi ÉázMg_=?>A@ À � ­ �ÂÁ Î|ZÔÓ Óe[IH�dSÎ , alors Î Ç ¼¢ÎåÏ µ � ä � · ay�z0� î É z .

2. Soit Zc[�H�dKg w ä DH z et B
ä�g � § äy Zc[IH�d& )H .
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(a) Montrerque BåäXgçæiy où æiyÐg � y¡ no[ ètd& �è et où no[ ètd�g w ä ³é , (penser

àun bonchangementdevariable).

(b) En utilisant le fait que ð�ùÂ=ê ä�ë ¡ ² w ä ³é gUh , approximeræ�y par la méthode

destrap̀ezes.Si j g hiô�é donnerla valeurapproch́eede æiy par cette
méthode.

(c) Combienfaut-il desubdivisionsde [0,1] pour évaluer æiy à �/h ä � près
enutilisantla méthodedestrap̀ezes.

Exercice69 :
Pour approchernumériquementl’int égrale B�g Ã § ä¡ ì ¶y § ¶.a , on l’ écrit sousla

forme BVg Ø Ð � Ø ä où Ø Ð gíÃ § Ð¡ ì ¶y § ¶.a et Ø ä gíÃ § äÐ ì ¶y § ¶.a ( Ì réel stricte-
mentpositif).

1. Montrerquel’on peutdéterminerunréelstrictementpositif Ì tel que Ø äUÏyz ��h ä � .
(Indication: majorer yy § ¶.a par y¶.a d .

2. Pourcalculer Ø Ð , onutilise la méthodedestrap̀ezes:

(a) Rappelerla formule destrap̀ezesainsi quel’erreur commisepar son
application.Donnerunedémonstrationdel’erreur.

(b) Exprimerenfonctionde É gpÃÅ»Æ\�À ¡m­ Ð Á Î¼ZX¾W[]\tdSÎ le nombreN depoints
d’intégrationnécessairepourcalculer Ø Ð avecuneerreurinférieureàyz ��h ä � .

(c) Trouver É et endéduireN.
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7.7 Corrig ésdesexercices

exercice31 B gÓ� Ô î¡ Z�[e\td& Æ\
a) Soit » l’approximationde B parla méthodedestrap̀ezes,le pasj estdonńe

par, j�g ¶<lkäå¶ �� g Ø Æ .» g j ß � Zc[]\ ¡ d � Zc[]\ky�d � ß �� ^   y Zc[]\_^�d �g Õ�/õ u"h � � � ß¢[�hi`F¤ÆìÆß7õÆìÆ¤ � hiô�í7h´í���hÆí � hiô�ë´ß7¤7ìÆì´d&vg h�ô�ëÆìÆí��Æ��õ
b) Soit

�
l’approximationde B parla méthodedeSimpson.Celle-cis’écrit,� g j ¤ [ � ¡ � �%� � £_[ � y � �7�bd � ß%�7zbdg Õ ì ô �¤ïî [¬h � � � £W[�hiô�¤7ìÞj�j�j � h�ô�ë´ßÐj�j�jmd � ß¥jShiô�í7h´íÆdmðg �7ô�hÆh7hi��¤´é

Lespointsd’appuidonńesdanscetexercicecorrespondent̀a la fonction ��ùóòR\ . EtB�g Ã Ô î¡ �mù�òÞ\ñ Æ\Vg � . On constatedoncquel’approximationde B par Simpson
estmeilleurequecelleparlestrap̀ezes,puisqueÎ � �òBÂÎÆg�hiô�h7hÆhi��¤´é et Î » �óBÂÎ8ghiô�h��Sß7ìÆì7£ .
exercice32

Onsaitquel’acceleration¦ estla dérivéedela vitesse
�

, donc,� [IH�dNg � [¬hÆd � � D¡ ¦ [rnSd� �n� [�ìÆh´dKgñh � � Æ ¡¡ ¦ [qnSd� �nô õ
ö ÷G



MéthodesnumériquesavecJava 177

a) CalculonsB parla méthodedestrap̀ezes.Ici, d’apr̀esle tableaudesvaleurs,j�gU��h . B g j ß � ¦ [e\ ¡ d � ¦ [e\ x d � ß x ä y� ^   y ¦ [e\_^�d �g �ß ô��/h�u"¤Æh � é7h�`Fõ´í � ßi[¬¤i�Æ`uõÆ¤ � ô=ô�ô � £´õi`Fí7h´d&vg ¤7hÆìÆëKÃçôøn ä y
b) CalculonsB parla méthodedeSimpson.� [¬ìÆhÆdBg j ¤ u ¦ []\ ¡ d � ¦ [e\ x d � £W[ ¦ [e\kymd � ¦ []\W�qd � j�j�jFd � ß¢[ ¦ []\Wzbd � ¦ [e\��~d � j�j�jFd vg ��h¤ u ¤Æh � é7hi`Fõ´í � £W[¬¤��Æ`FõÆ¤ � ¤´é�`u£åí � ô�ô=ô�d � ß¢[�¤Æ¤i`u£Æ£ � ¤´í�`bí7é � ô=ô�ô�d vg ¤ÆhÆì´ícÃçôùn ä y

exercice34

Soit B gk� Ø¡ �mùóòÐ\ z  Æ\
a) e gÒé doncle pasd’intégrationest j g Õ é . CalculonsB par la méthodedes

trap̀ezes.B g j ß � Zc[]\ ¡ d � Z�[e\ x d � ß x ä y� ^   y Zc[e\_^ed �g Õ��h u��mùóòÂ[�Õ z d � �mù�ò$[¬h´d � ß¢[ ��ùóòk[ Õ é d z � �mù�ò$[ ß�Õé d z � ��ùóò$[�¤ Õ é d z � �mùóòÂ[ £�Õé d z d&vg hiôöé8h7£Æ£´¤i�
a) e�gU��h doncle pasd’intégrationest j�g Õ��h .B g Õß7h u �mù�ò$[�Õ z d � ��ùóò$[�h´d � ß¢[��mù�òÂ[ Õ�/h d z � ��ùóò$[ ß�Õ��h d z � �mù�ò$[ ¤%Õ��h d z � j�j�j � �mù�ò$[ ë�Õ�/h d z d vg hiô�íÆßÆß7¤7ì

alors que la valeur ‘exacte’ est approximativement h�ôöíÆí7ß7õ´é�� . Avec ce pasplus
petit l’approximationnumériqueestmeilleure.
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exercice35

Soit B g � Øä Ø �
�)�¢\ñ Æ\
Le pasd’intégrationest j�g ½��à»e g ß�Õe . D’autrepart l’erreur théoriquesur la

méthodedeSimpsonestdonńeeparÇ [rjWdrg � [¬½M�à» d��ìÆh j � Z µ � · [eÁådÇ [rjWdrg ��ß�Õ��ìÆh ô N ßAÕeúQ � �
���¢Á
où Á�¹à{À»_`F½u} , parconśequent,

Î Ç [qjÔd�ÎXÏ ûûûûû ß�Õ��ìÆh ô
N ß�Õe�Q � ûûûûû

Ainsi pourque Î Ç [qjWdSÎåÏ hiô�é c ��h ä � il suffit que e vérifie Î Øü ¡ y J Ø b� b ÎåÏ h�ôöé c �/h ä � ,
donc, e �ïý �hiô�é c ��h ä � ÕëÆh ��õ%Õ �

. Ainsi e vérifie e ý �/ìiô�õ . On prendrae1gþß8h ,
car pour Simpson,le nombrede subdivisionsde l’intervalle {À»_`F½u} doit toujours
êtrepair.

exercice36

Soit � Ø¡ n/fvlc[e\td\  Æ\
L’erreurdela méthodedestrap̀ezesest:Ç [qjWdKgU� ½��à»�Sß j z Z Ó Ó [eÁ´d
donc, Î Ç [rjWdSÎ Ï ½M��»��ß [�½��à» d zl z É z où Éáz�g =�>�@DFE À � ­ �ÂÁ Î¼Z Ó Ó [�H�d�Î . Ainsi, pour avoirÎ Ç [qjWdSÎWÏkþ , où þ estl’erreur permise,il suffit deprendree subdivisionsdel’in-
tervalle d’intégrationtellesque [¬½�� » d ��Sß Éáze z Ï½þ
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Donc,il suffit que e vérifie,e ý ÿ [�½M� » d ��Sß�þ É z [��Sd
CherchonsÉ � . On a

�������
	 ÛÂÜ ü ¶¶ et� Ó Ó ������	
� �mùóò �� � ßÚ�
�)� �� � � ßÚ�mù�ò ����
Pourd́terminerles extremasde

��� �
, on cherchealorsles racinesde

��� ��� ������	��
.

Un calculsimpledonne� � ��� ������	 ���� ��� � � ���)� � �"! � ���)� � �"# � � �%$'& �(� ! �%$'& ���*)
On cherchedonclesracinesdel’ équation,� � ��+-,/. � �0! � +1,/. � �"# � � . $'& �(� ! . $'& �2	3�4)
D’où ��� # � �0! ��� +1,/. �5	6� ! � # � � � . $7& �8)
En supposant

+-,/. �:9	 �
et ! � # � � 9	 �

, c’est à dire
�;9	 �=</> � � � Ø � , (

>@?A �4B � BC<D)')E)EF ), et
�G9	IHKJ <

, onobtientLNM & �5	 ! �(�O� �! � # � � )
Ain,si les racinescherch́eessont

�P	 �Q</> � � � Ø � ou
�R	 H J <

ou cellesde
l’ équation LSM & �2	 ! �T�O� �! � # � � �=</�*)
Étudions alors cette équation

�Q</�
: Graphiquement,en tracant les courbes

repŕesentativesdansU �4B ÕWV de
LNM & � etde XZY\[]YC^X%[ � Y*_ , onvoit rapidement(à faire)quele

seulpoint d’intersectionde
LSM & � et de XZY\[]Y ^X%[ � Y _ estd’abscisse

�2	`�
.

On en déduit que
� � �

atteintsesextremassur U �4B ÕaV en
�"	P�

ou
�0	bJ <

ou�2	 Ø � .
Cherchons c7$'dY ëfe�g � � � ����� , le développementlimit éen

�2	`�
de
� � � �����

donne:� � � �����h	 �� � i �j� � i �k� � �! � )')E)mln�G<o� i � � �< � � �p4q � )E)')ml � < i � � �# q � ��rs q l � �t��� r �ul	 �� � i � � �# � ����� r � l )
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Donc, c7$'d Y*v e�g � � � ������	w�2x� . Parailleurs,onvérifiefacilementque,
x�zy6{ � � � � J </� {

et
x� y|{ � � � �N} � � { . Onadonc ~ � 	�x� , etparconśequentdel’ équation(1) onobtient,� y ÿ � �� < � � � �#y � �4)
Application.
Prenonsalors,

� 	 � � , d’où � 	�� [D�� 	�}x e , et donnonsuneapproximationde
l’int égrale� parla méthodedestrap̀ezes:� 	�� }e

. $'& �� � �T� �<�� i � � � � < i . $'& ��}x e �}x e � . $7& � � }x e �� }x e � )E)') � . $'& �*�Z}x e ��Z}x e l�l
� � � BS� p s

exercice38

Soit � ������	 � Ye H�� []� � H )
On a

� � � ��	�� xe H�� []� � H B
a) Cherchonsle nombrede subdivisionsde U �4B � V pour evaluer

� � � � a � � [D�
prèsenutilisantla méthodedestrap̀ezes.

L’erreurdela méthodedestrap̀ezesest:� � � ��	
�(� ���� < � � � � � �����
donc, { � � � � {�� � ���� < � � ���D� �� � ~ � où ~ � 	 d Mo�� E�  �N¡ �7¢ { � � � � H � { . Ainsi, pour avoir{ � � � � {£� ¤ , où ¤ 	 � � [D� , il suffit de prendre

�
subdivisions de l’intervalle

d’intégrationtellesque � � �G�D� �� < ~ �� � �¥¤
Donc,il suffit que

�
vérifie,� y ÿ � � �G�D� �� < ¤ ~ � � � �

Cherchons~ � . On a
��� H ��	 H�� []� , � � � � H �¦	|� H �"</� � []� et

� � ��� � H �§	|� # � H � � []� .
Donc ~ � 	 { � � � �=��� { 	I< .
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Ainsi, l’in équation(1) devient
� y x e©¨ª X , soit

� y p �/� # . Avec
� 	 p �/� #

subdivisions,l’erreur commiselors de l’approximationde cetteintégralepar la
méthodedestrap̀ezessereapluspetiteque � � [D� .

b) Cherchonsle nombrede subdivisionsde U �4B � V pour evaluer

� � � � a � � [D�
prèsenutilisantla méthodedeSimpson.

L’erreurthéoriquedecetteméthodeest:� � � �
	w� � ���� �/� � � � � � � �����
donc, { � � � � {�� � � ���D��r� ��� � � ~ � où ~ � 	 d Mo�� E«  �C¡ �7¢ { � � � � � H � { . Ainsi, pouravoir { � � � � {��¤ , où ¤ 	 � � [D� , il suffit de prendre

�
subdivisionsde l’intervalle d’intégration

tellesque � � ���D� r� ��� � � ~ � �¬¤ )
Donc,il suffit que

�
vérifie,� � y � � �G�D� r� �/� ¤ ~ � �Q</�

Cherchons~ � . Ona
�­� H ��	 H�� []� , � � � � � H �
	
� H � p � � []� et

� � r � � H �
	6� s � H � � []� .
Donc ~ � 	 { � � � � �®��� { 	 p .

Ainsi, l’in équation(2) devient
� � y �x � e*¯ x e%°²± , soit

� y # �4B ! . On prendra
alors

� 	 p �
puisque,dansles casde la méthodede Simpson,le nombrede

subdivisionsdel’intervalled’integrationdoit toujoursêtrepair.
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7.8 Mise enœuvreenJava

NousprésentonsdesmisesenœuvredesméthodesdesTrap̀ezes,deSimpson
et deRomberg.

7.8.1 Desclassesabstraitesd’int égration numérique

Les deuxpremìeresméthodesimplément́ees,celle desTrap̀ezeset de Rom-
berg, nécessitentdesinterfacesanalogues,tout en mettanten œuvredescalculs
différents.Nous avons décrit desclassesabstraitespouvant être dérivéesavec
l’une ou l’autre méthode.Ce proćed́e permettrad’utiliser cesclassesabstraites
pour la méthodede Romberg qui pourraalorsêtreutiliséeavec l’une ou l’autre
méthode.

Deux approchessontmisesen œuvrequi dépendentde la situationpratique
danslaquellesetrouve l’utilisateur :

– L’utilisateur disposed’une repŕesentationanalytiqueou informatiquede
la fonction dont il cherchel’int égralesur un intervalle U ��B � V . La classe
abstaritesuivante va permettrede décrire cette situation. Elle utilise la
classeFoncD2D décriteet utiliséede nombreusesfois dansles chapitres
préćedents:
abstract class IntNumFct {

double a,b;
FoncD2D f;
IntNumFct(double b1, double b2, FoncD2D fonc) {

a = b1; b = b2; f = fonc;
}
abstract public double calcul(int nbSub) throws NbSubException ;

}

– L’utilisateurpeutneconnâıtre unefonctionqu’à partir d’un tableaudeva-
leursendespointsrégulìerementespaćes.Danscecas,s’il ignorela forme
analytiquedela fonction,il nepourrautiliser quecetableaudevaleursqui
fixe le pas � séparantchaquepoint d’évaluationde la fonction. La classe
abstraitesuivanteva permettrede décrire cettesituation.Elle utilise une
descriptiondela fonctiondansun tableaudevaleurs:
abstract class IntNumTab {

double pas;
double[] valf;
IntNumTab(double longIntervalle , double[] t) {

valf = t;
pas = longIntervalle/ (t .l engt h - 1);

}
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abstract public double calcul() throws NbSubException ;
}

Par ailleurs, il a ét́e remarqúe dansles paragraphessuivantsque le nombre
de subdivisionsdevait respecterdespropríet́esde parit́e pour pouvoir utiliser la
méthodede Simpson.C’est pour cetteraison,quenousallonsutiliser un traite-
mentd’exceptionpourgérerunesituationnevérifiantpasla conditionad́equate.
Nouscréonsdoncla classed’exceptionqui suit :

class NbSubException extends Exception {
public String toString() {

return ("Nombre de subdivisions impropre");
}

}

7.8.2 Desclassesd’impl émentationde la méthodedestrapèzes

Nousprésentonsci-apr̀esdeuxclassesimplémentantdemanìereélémentaire
la formuledestrap̀ezestellequedécritedanslesparagraphespréćedents.Chacune
desclassesdérived’unedesdeuxclassesabstraitespréćedentes.

class ITrapFct extends IntNumFct {
ITrapFct(doubl e b1, double b2, FoncD2D fonc) {

super(b1,b2,fo nc );
}
public double calcul(int nbSub) throws NbSubException {

double pas = (b-a)/nbSub;
double x = a;
double s = f.calcul(a) + f.calcul(b);
for (int i=1; i<nbSub; i++) {

x += pas;
s += 2*f.calcul(x);

}
return s*pas/2;

}
}

class ITrapTab extends IntNumTab {
ITrapTab(doubl e longIntervalle, double[] t) {

super(longInte rv all e, t) ;
}
public double calcul() throws NbSubException{

int nbSub = valf.length-1;
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double s = valf[0] + valf[nbSub];
for (int i=1; i<nbSub; i++)

s += 2*valf[i];
return s*pas/2;

}
}

7.8.3 Desclassesd’impl émentationde la méthodedeSimpson

Nousprésentonsci-apr̀esdeuxclassesimplémentantdemanìereélémentaire
la formuledeSimpsontellequedécritedanslesparagraphespréćedents.Chacune
desclassesdérived’unedesdeuxclassesabstraitespréćedentes.Cesclassessont
succeptiblesdelancerdesexceptionssi la parit́edu nombredesubdivisionsn’est
passatisfaite.

class ISimpsonFct extends IntNumFct {
ISimpsonFct(do uble b1, double b2, FoncD2D fonc) {

super(b1,b2,fo nc );
}
public double calcul(int nbSub) throws NbSubException {

if ((nbSub % 2) != 0) throw new NbSubException( );
double pas = (b-a)/nbSub;
double x = a;
double s = f.calcul(a) + 4*f.calcul(a+pas ) + f.calcul(b);
for (int i=3; i<nbSub; i++,i++) {

x += 2*pas;
s += 2*f.calcul(x) + 4*f.calcul(x+pas );

}
return s*pas/3;

}
}

class ISimpsonTab extends IntNumTab {
ISimpsonTab(do uble longIntervalle, double[] t) {

super(longInte rv all e, t) ;
}
public double calcul() throws NbSubException {

int nbSub = valf.length-1;
if ((nbSub % 2) != 0) throw new NbSubException( );
double s = valf[0] + 4*valf[1] + valf[nbSub];
for (int i=2; i<nbSub; i++,i++)

s += 2*valf[i] + 4*valf[i+1];
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return s*pas/3;
}

}

7.8.4 Un programme de test desméthodesdestrapèzeset de
Simpson

Nousprésentonsmaintenantun programmedetestdes4 classespréćedentes
et qui calculel’int égralede la fonction

. $7& ����� sur l’intervalle U �4BN³µ´/< V . La valeur
exacteétantégaleà 1.

import java.lang.*;
import java.io.*;
import FoncD2D;
import TableauFileIn;
import NbSubException;
import ITrapFct;
import ISimpsonFct;
import ITrapTab;
import ISimpsonTab;

class SinF implements FoncD2D {
public double calcul(double x) { return Math.sin(x); }
public String libelle() { return "f(x)=sin(x)"; }

}

class TestIntNum {
public static void main(String args[]) {

SinF f = new SinF();
double a=0, b=Math.PI/2;
double longueur=b-a;
int nbSub=4;

// lecture du fichier de donn ées
TableauFileIn fic = new TableauFileIn( "do nnees. dat") ;
double[] flu = fic.lectureTabl eau( );
fic.fermer();

ITrapFct itf = new ITrapFct(a, b, f);
ISimpsonFct isf = new ISimpsonFct(a, b, f);
ITrapTab itt = new ITrapTab(longue ur , flu);
ISimpsonTab ist = new ISimpsonTab(lo ngueu r, flu);
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try {
System.out.prin tl n( "I nt egr at io n numerique de sin(x)"+

"entre 0 et Pi/2, avec "+
nbSub+"subdivis ion s" );

System.out.prin tl n( "Met . Trapezes version fct : "+
itf.calcul(nbSu b)) ;

System.out.prin tl n( "Met . Trapezes version tab : "+
itt.calcul());

System.out.prin tl n( "Met . Simpson version fct : "+
isf.calcul(nbSu b)) ;

System.out.prin tl n( "Met . Simpson version tab : "+
ist.calcul());

}
catch(NbSubExc eptio n e) { System.out.prin tl n( e) ; }

}
}

Nousdonnonsci-apr̀esle fichier d’entŕeeutilisé par les méthodestravaillant
sur des tableaux.Les valeurssuivantescorrespondent̀a une tabulation de la
fonction

. $7& ����� sur U �4BS³�´/< V , avecun pasde
³µ´��

.

5
0 0.382683 0.707107 0.923880 1

Lesrésultatsobtenussontlessuiavnts.Ils respectentparfaitementlescalculs
d’erreursénonćesdanslesparagraphespréćedents.

java TestIntNum

Integration numerique de sin(x)entre 0 et Pi/2, avec 4subdivisions
Met. Trapezes version fct : 0.987115800972 7754
Met. Trapezes version tab : 0.987115900693 632
Met. Simpson version fct : 1.0001345849741 938
Met. Simpson version tab : 1.0001346606501 08

7.8.5 Mise enœuvrede la méthodedeRomberg

Nous présentonsmaintenantune classeimplémentantde manìere récursive
la formuledecalculde la méthodedeRomberg, telle qu’elle estdécritedansles
paragraphespréćedents:
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class Romberg {
IntNumFct methInt;
Romberg(IntNum Fct mi) {methInt = mi;}
public double calcul(int ordre, int nbSub) throws NbSubException {

int k=ordre-1;
if (ordre==1) return methInt.calcul( nbSub);
else {

double ddk = Math.pow(2,2*k) ;
return (ddk*calcul(k, 2*nbSub)-calcul (k , nbSub))/(ddk-1) ;

}
}

}

Le programmequi suit testela méthodedeRomberg endonnantlesrésultats
de cette formulation pour différentesvaleursde l’ordre et du nombrede sub-
divisions.Par ligne d’affichage,l’ordre est constant: il commencèa 1, puis à
2 et enfin à 3. Suechaqueligne, on calcule la formule pour desnombresde
subdivisionsrespectivementégauxà 2, puis4 et enfin8.

import java.io.*;
import FoncD2D;
import NbSubException;
import ITrapFct;
import Romberg;

class SinF implements FoncD2D {
public double calcul(double x) { return Math.sin(x); }
public String libelle() { return "f(x)=sin(x)"; }

}

class TestRomberg {
public static void main(String args[]) {

SinF f = new SinF();
double a=0, b=Math.PI/2;

ITrapFct itf = new ITrapFct(a, b, f);
Romberg rmb = new Romberg(itf);

System.out.pri nt ln( "t able au des valeurs approchees"+
"de l’integrale de sin(x) entre 0 et pi/2");

System.out.pri nt ln( "s ur la ligne k : Tk,2 Tk,4 Tk,8");
try {
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for (int k=1; k<4; k++) {
int n=1;
for (int j=1; j<4; j++) {

n *= 2;
System.out.prin t(r mb.c al cu l(k ,n )+ " ");

}
System.out.prin tl n( );

}
}
catch (NbSubException e) {System.out.prin tl n( e) ; }

}
}

Nousprésentonsci-apr̀esla tracedel’exécutiondu programmepréćedent:

java TestRomberg

tableau des valeurs approcheesde l’integrale de sin(x) entre 0 et pi/2
sur la ligne k : Tk,2 Tk,4 Tk,8
0.94805944896851 99 0.987115800972 7754 0.9967851718861 696
1.00013458497419 38 1.000008295523 9675 1.0000005166847 064
0.99999987622728 57 0.999999998095 4223 0.9999999999703 542



Chapitr e 8

RésolutionNumérique deséquations
diff érentielles

8.1 Intr oduction, le problèmemathématique

Soit � 	 U ��B � V un intervalle fermédeIR et
�

uneapplicationdonńee��¶ �T· IR
��¸

IR,
� H BS¹t�§��¸ ��� H B%¹t� .

Et soit
¹

uneapplicationdifférentiabledeIR
��¸

IR.
On appelle équationdifférentielledupremierordre, la relation� ¹W� H �� H 	���� H BS¹a� H �%�C)(8.1)

On dit que
¹

estla solutiondecetteéquationdifférentiellesur U ��B � V si
¹

vérifie la
relation(1) pourtout H ? U ��B � V .
On appelleproblèmede Cauchy ou problèmede condition initiale l’ équation
différentielleà laquelleon adjoint la condition initiale

¹a�=�D�5	º¹ e où
¹ e est un

nombredonńee: » ¹ � � H �
	 ��� H BS¹a� H �u�¹a�=�D��	 ¹ e(8.2)

Remarque 10 1. Si
¹

est une fonction du temps,il est d’usage de noter la
dérivée ¼�½¼ � par ¾¹ et de l’appeler vitesse. De mêmela dérivéeseconde¼ _ ½¼ �E_sera not́ee ¿¹ et appeĺeeacćeleration.

2. Si onconsid̀ereuneéquationdifférentielled’ordresuṕerieure¹ � À � 	���� H BS¹�BS¹ � B\Á²Á²ÁaBS¹ � À [ x � �
onpeutramenerleproblèmeà celuid’unsyst̀emed’équationsdifférentielles
du premierordre, en posant Â 	�� Â x B Â � B\Á²Á²ÁWB Â À � et

¹0	 Â x on obtient le

189
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syst̀eme: ÃÄÄÄÄÄÅ ÄÄÄÄÄÆ Â
�x = Â �Â �� = Â �

...
...Â �À [ x = Â ÀÂ �À =
��� H B Â x B Â � B\Á²Á²Á�B Â À �(8.3)

Exemple6 Soitl’ équationdifférentielledusecondordre :¹ � � � H �
	 # ¹ � � H �­� H ¹a� H �
posons

¹Ç	 Â x et Â � x 	 Â � alorscetteéquationseramèneausyst̀eme:» Â � x = Â �Â �� = # Â � x � H�Â x
Revenonsau probl̀emede Cauchy(2), un résultatfondamentalestdonńe par le
théor̀emeci-dessous,maisrappelonstout d’abordla définition d’uneapplication
lipschitzienne.

Définition 4 Soitf uneapplicationdéfiniesur U ��B � VEÈ IR; s’il existeuneconstanteÉËÊ �
indépendantede H BSÌ et Í telle que {ÏÎ�Ð H BSÌ�Ñ�� Î�Ð H B Í Ñ {�� É { Ì5� Í {\Ò Ì8B Í ?

IR, et Ò H ? U ��B � V , alors Î estdite Lipschitziennede rapport L sur U ��B � VEÈ IR (ou
simplementL-lipschitzienne).

Théorème9 Si f est une application définie sur U ��B � Vk· IR continue et L-
lipschitziennepar rapportà

¹
, alorsle problèmedecauchy(2) admetunesolution

uniquesur [a,b] etcecipour touteconditioninitiale
¹ e , (Ò ¹ e ? IR).

Proposition 4 Une condition suffisantepour que les hypoth̀esesdu théor̀eme
soientvérifiéesest que Î soit dérivable par rapport à

¹
et quesa dérivée soit

bornée. ( demenexercice...)

(Le théor̀emeestengéńeralfauxsansla conditiondeLipschitz.)

8.2 La Méthoded’Euler

Soit à intégrernumériquementle probl̀emedeCauchy(2), et soit
¹ Ð H©Ó Ñ la va-

leur exactedela solutiondeceprobl̀emeà l’abscisseH©Ó . Uneméthoded’analyse
numériquepour intégrercetteéquationdifférentielleconsisteràa fournir desap-
proximations

¹ Ó de
¹ Ð H©Ó Ñ pour Ô 	 � B\Á²Á²ÁaB � ,

�
entierdonńe.



MéthodesnumériquesavecJava 191

Les différentesméthodesd’intégrationse distinguentpar la manìere d’obtenir
ces

¹ Ó . La méthoded’Euler, est la plus simpleet consisteà substituerla dérivée¹D� Ð H Ñ
	 ¼©½¼ � parl’expression ¹ Ð H � � Ñ��O¹ Ð H Ñ�(8.4)

où � 	 � [D�� estle pasd’intégrationnumérique.
Consid́eronsalorsunesubdivision de U ��B � V enN sousintervalles U H©Ó B H©ÓÖÕ x V delon-
gueur � , Ô 	I�4B\Á²Á²ÁaB � et H©Ó 	`� � Ô©� , avec H e 	I� et H©× 	 � .
L’expression(4) entraine

¹ Ð H � � Ñ�	n¹ Ð H Ñ � � ¹ � Ð H Ñ d’où
¹ Ð H � � Ñ�	3¹ Ð H Ñ � � Î�Ð H BS¹4Ñ .

Par conśequent,partantde la conditionintiale Ð H e BS¹ e Ñ , et prenantun pasrégulier� 	 H©ÓÖÕ x � H©Ó , on obtient,enposant
¹ Ó approximationde

¹ Ð H©Ó Ñ :¹ ÓØÕ x 	n¹ Ó � � Î�Ð H©Ó BS¹ Ó Ñ(8.5)

L’algorithmed’Euler s’écrit alors:» ¹ e 	`¹ Ð �DÑ donńe¹ ÓØÕ x 	n¹ Ó � � Î�Ð H©Ó BS¹ Ó Ñ Ô 	 � B\Á²Á²ÁWB � � �
Inter pr étation géomètrique

¹ ÓÖÕ x approximationde
¹ Ð H©ÓÖÕ x Ñ estcalcuĺeeàpartir

de Ð H©Ó BS¹ Ó Ñ calcuĺes préćedemmentgrâceà la formule de réccurence(5) et à la
conditioninitiale

¹ Ð H e ÑÙ	@¹ e . On calculeuneapproximationde la solution
¹

en
toutpoint H e � Ô©� enremplacantdansU�H©Ó B H©ÓÖÕ x V la courbeintégrale

¹ Ð H Ñ passantpar¹ Ó parsatangenteen H©Ó .

t1 t2 t3 t4 t5

Solution exacte
inconnueSolution Euler

t0

Figure 11

Remarque 11 On dit quela méthoded’Euler estuneméthodeà passépaŕesou
à un pas,parcequele calculde

¹ ÓÖÕ x nefait intervenirque
¹ Ó .
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8.2.1 Etude de l’err eur d’Euler

Définition 5 Uneméthodenuḿeriqueapprochant
¹ Ð H®Ú Ñ par

¹ Ú telle quel’erreur�NÚ 	3¹ Ð H®Ú Ñ­�G¹ Ú vérifie { �NÚ {]� > � À
estdited’ordrep, (

>2?
IR
ÕÛ

).

Théorème10 Supposonsquel’application Î�Ð H B%¹tÑ soit continuepar rapportaux
deuxvariables,et lipschitziennepar rapportà

¹
uniformémentpar rapportà H , et

que
¹T?ÝÜßÞ U ��B � V . Onpose~ Þ 	`à2�/á � E�  �N¡ �7¢ { ¹ � � Ð H Ñ { , alorsona la majoration{ �1Ó {]�
Ð �\â � � [D� � � � Ñ ~ Þ< É �

où �1Ó 	3¹ Ó �G¹ Ð H©Ó Ñ estl’erreur commiseau point Ð H©Ó BS¹ Ó Ñ .

Remarque 12 1. Ce résultats’exprimesousla forme { �1Ó {�� > � , c’est à dire
quela méthoded’Euler estd’ordre1.

2. Pour que
¹T?ÝÜßÞ U ��B � V il suffit que Î ?ãÜ x Ð U ��B � VEÈ IR

Ñ
.

On donnedansla suitedesméthodesd’ordreplusélevé quecelui de la méthode
d’Euler, doncplusrapideset plusprécises.

8.3 MéthodesdeTaylor d’ordr edeux

L’id éeconsistèa remplacersur U H©Ó B H©ÓØÕ x V la courbe
¹ Ð H Ñ solutionde l’ équation

différentiellenonplusparunedroitemaisparuneparabole.Eneffet¹ � � Ð H Ñ
	Rä Î�Ð H B%¹tÑä H � ä Î­Ð H BS¹4Ñä ¹ Î­Ð H BS¹4Ñ
etennégligeantlestermesd’ordresuṕerieur, onobtientalorsl’algorithmedeTay-
lor d’ordredeux:» � 	R� [D�� ,

á e 	3� , ¹ e donńe, H©ÓÖÕ x 	 H©Ó � �¹ ÓÖÕ x 	3¹ Ó � � Î�Ð H©Ó BS¹ Ó Ñ �wå _Þ ÐCæ*çæ � � æ*çæ ½ Î Ñ Ð H©Ó BS¹ Ó Ñ , ( Ô 	`�èB\Á²Á²ÁWB � � � ).
Cependantcetteméthodeprésenteuninconvenientcertainqui résidedanslecalcul
de æ*çæ � � æ*çæ ½ Î qui peutêtredifficile ; pouréviterceprobl̀emeon utilise souvent la
méthodede Runge-Kutta-2 donńeeplusbas.
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Théorème11 Supposonsque Î�Ð H B%¹tÑé?ëê Þ Ð U ��B � VEÈ IR
Ñ
, Î É e -lipschitzienneetæ-çæ � � æ*çæ ½ Î É x -lipschitziennepar rapport à

¹
uniformémentpar rapport à H . Po-

sons~ � 	3à2�/á � E«  �C¡ �7¢ { ¹ � ��� Ð H Ñ { , alorson a la majoration{ �1Ó {]�
Ð � � â«ì Õ�í °1î_ âDï � � � [D� � � � Ñ ~ �! É e � Þ
où �1Ó 	3¹ Ó �G¹ Ð H©Ó Ñ estl’erreur commiseau point Ð H©Ó BS¹ Ó Ñ .

8.4 MéthodesdeRunge-Kutta

8.4.1 Runge-Kutta d’ordr e2 : RK2

On reprendl’algorithme de Taylor d’ordre 2 en remarquantqu’à destermes
en � prèson agrâceàundeveloppementdeTaylor :Ð=Î � � ä Îä H � � ä Îä ¹ Î Ñ � �Öð�¡ ½ ð � 	 Î­Ð H©Ó � � BS¹ Ó � � Î�Ð H©Ó BS¹ Ó ÑuÑ
d’où ¹ ÓØÕ x 	n¹ Ó � � < Ð=Î�Ð H©Ó BS¹ Ó Ñ � Î�Ð H©Ó � � BS¹ Ó � � Î�Ð H©Ó BS¹ Ó Ñ%Ñ
ainsion obtientl’algorithmedeRK2 :» ¹ ÓÖÕ x 	`¹ Ó � å Þ Ð=ñ x � ñ Þ Ñ , Ô 	I�4B\Á²Á²ÁaB � � � oùñ x 	 Î�Ð H©Ó BS¹ Ó Ñ , et ñ Þ 	 Î�Ð H©Ó � � BS¹ Ó � � ñ x Ñ
8.4.2 Runge-Kutta d’ordr e4 : RK4

Dans la pratique on utilise la méthodeplus performantede Runge-Kutta
d’ordre 4 (RK4), pour desfonctionssuffisammentrégulìereson a alors { �1Ó { 	ò Ð � � Ñ :ÃÅ Æ ¹ ÓÖÕ x 	`¹ Ó �wåX Ð=ñ x � < ñ Þ � < ñ � � ñ � Ñ , Ô 	`�4B\Á²Á²ÁaB � � � , oùñ x 	 Î�Ð H©Ó BS¹ Ó Ñ , ñ Þ 	 Î�Ð H©Ó �ËåÞ BS¹ Ó �ËåÞ ñ x Ñ ,ñ � 	 Î�Ð H©Ó �ËåÞ BS¹ Ó �óåÞ ñ Þ Ñ , et ñ � 	 Î�Ð H©Ó � � BS¹ Ó � � ñ Þ Ñ
8.5 Généralit éssur lesméthodesà un pas

Lesméthodes̀a un pas,aussiappeĺeesméthodes̀a passépaŕes,sonttoutesde
la forme: ¹ ÓÖÕ x 	3¹ Ó � ��ô Ð H©Ó B%¹ Ó B � Ñ
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où ô estuneapplicationcontinuede U ��B � VEÈ IRÈ0U �4B � e V dansIR; ( � e estle rayon
destabilité dela méthode,souventonprendraici � e 	 � ��� ).
Les notionsthéoriquesquedoit vérifier la fonction ô afin que

¹ Ó soit effective-
mentuneapproximationde

¹ Ð H©Ó Ñ sont la consistance,la stabilité théoriqueet la
convergence.

Définition 6 Uneméthodeà un pasestconsistanteavecl’ équationdifférentielle
si pour toutesolutioncontinue

¹
c7$7då v e à2�/á ð { �� Ð ¹ Ð H©ÓÖÕ x Ñ­�O¹ Ð H©Ó Ñ­� ô Ð H©Ó BS¹ Ð H©Ó Ñ*B � Ñ { 	`�

Théorème12 Une conditionnéćessaire et suffisantepour qu’uneméthodeà un
passoit consistanteestquepour tout H ? U ��B � V et tout Í ? IR ô Ð H B Í BN��Ñ�	 Î�Ð H B Í Ñ .

Définition 7 Stabilité théorique:
Soient

¹ Ó et Â1Ó ( Ô 	3�4B\Á²Á²ÁWB � ) lessolutionsréspectivesde» ¹ ÓÖÕ x =
¹ Ó � ��ô Ð H©Ó B%¹ Ó B � Ñ¹ e ? IR donńe

et de
» Â1ÓØÕ x = Â1Ó � � Ð ô Ð H©Ó B Â1Ó B � Ñ �"õ Ó ÑÂ e ? IR donńe

On dit quela méthodeà passépaŕeseststables’il existedeuxconstantesñ x etñ Þ indépendantesde � tellesque:d Mo�Ó { ¹ Ó � Â1Ó {]�nñ x { ¹ e � Â e { � ñ Þ à2�/á Ó { õ Ó {
Théorème13 Si ô vérifie une condition de Lipshitz par rapport à la seconde
variablepour � suffisammentpetit,alors la méthodeà un paseststable.

Définition 8 Ondit qu’uneméthodeà un pasestconvergentesi :Ò ¹ e ? IR c'$7då v e d Mo�Ó { ¹ Ó ��¹ Ð H©Ó Ñ { 	I�
Théorème14 Si une méthodeà un pas est stableet consistantealors elle est
convergente.
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8.6 Résolutiondesyst̀emesdiff érentielsdansIR
<

DansIR
Þ

soit le syst̀emedifférentiel:» ¹ � Ð H Ñ�	 Î­Ð H BS¹�B Â ÑÂ � Ð H Ñ�	nö Ð H BS¹�B Â Ñ
L’applicationdel’algorithmed’Euler àcesyst̀emesefait composanteparcompo-
santed’où :

» ¹ ÓÖÕ x 	`¹ Ó � � Î�Ð H©Ó BS¹ Ó B Â1Ó ÑÂ1ÓÖÕ x 	 Â1Ó � � ö Ð H©Ó B%¹ Ó B Â1Ó Ñ
Cet algorithmes’appliqueaux équationsdifférentiellesd’ordre 2 (ou plus ...) à
conditiondelesréduireaupréalablèadessyst̀emesdifférentielsdupremierordre,
commevu préćedemment.

L’applicationd’autresalgorithmesparexempleRK2 sefaitmoinssimplement,
voir exercicescorrigés.
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8.7 Enoncésdesexercicescorrig és

Exercice70 :
Soit l’ équationdifférentielleà condition initiale

¹ � Ð H Ñ2	h¹ Ð H Ñ � H et
¹ Ð ��ÑT	 � .

Approcherla solutiondecetteéquationen H 	 � à l’aide de la méthoded’Euler
ensubdivisantl’intervalle de travail en10 partieségales.Comparer̀a la solution
exacte.

Exercice71 :

1. Soitunesuite Ð Ì × Ñ × E
G � denombresréelspositifstelleque
Ì ×²Õ x � ��Ì × � � , �

et � sontdesconstantespositives; montrerque
Ì × � � × Ì e � � �u÷ø[ x�C[ x , ù ? � � .

2. Montrerque Ò ù ? � � et Ò áã? IRÕ , Ð � � á�Ñ × � � × Y .
3. Utiliser les deuxquestionspréćedentespour démontrerle théor̀eme10 du

cours.

4. Demêmepourle théor̀eme11.

Exercice72 :
Approcherla solutiondel’ équationdifférentielleci-dessousen H x 	
�è)ú<

enutili-
santRK2, avecunpas � 	`�4)û<¹ � Ð H Ñ
	`¹ Ð H Ñü� < H¹ �
H ¹ Ð ��Ñ­	 �
Comparer̀a la solutionexacte.

Exercice73 :
En donnantlessolutionsdel’ équationdifférentielleci-dessousavec la condition
initiale

¹ Ð ��Ñ 	 � puis
¹ Ð �/Ñj	 � �¬õ , õ réelnonnul, vérifier qu’elle conduità des

sch́emasinstables. ¹ � Ð H Ñ�	 #/! ¹ Ð H Ñü� #/ý � []� )
Exercice74 :
Soit le probl̀emedeCauchysuivant»

y’(t) = t + y(t), H ? U �4B � V
y(0) = 1

1. Trouver la solutionexactedeceprobl̀eme.

2. Appliquer la méthoded’Euler à ceprobl̀eme,avec � 	ó�4) � , puisevaluerla
solutionen H 	I�è) # . Comparer̀a la solutionexacte.
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Exercice75 :
Soit le probl̀emedeCauchysuivant»

y’(t) = 2t - y(t), H ? U �4B � V
y(0) = 1

1. Trouver la solutionexactedeceprobl̀eme.

2. Appliquer la méthoded’Euler à ceprobl̀eme,avec � 	ó�4) � , puisevaluerla
solutionen H 	I�è) # . Comparer̀a la solutionexacte.

Exercice76 :
Ecrirel’equationdifférentiellemod́elisantle mouvementdu pendulesimple.Ap-
pliquerla méthoded’Euler puiscelledeTaylor d’ordre2.

Exercice77 :
Soit l’ équationdifférentielledusecondordreà conditionsinitiales:Ð � ÑO¶ » ¹ � � Ð H Ñ � <o¹ � Ð H Ñ
	I<o¹ Ð H Ñ , H ? U ��B � V¹ Ð �DÑ�	 � et

¹ � Ð �DÑ�	I<
1. Ecrire cetteéquationdifférentiellesousla forme d’un syst̀emedifférentiel

dedeuxéquationsdifférentiellesd’ordreun.

2. Appliquerla méthodedeRK2 àcesyst̀eme.

Exercice78 :
On consid̀erele probl̀emedifférentielÐ � Ñ » ¹ � � Ð H Ñ = Î�Ð H BS¹ Ð H Ñ*B%¹ � Ð H ÑuÑ , H ? U ��B � V¹ Ð �DÑ = þ et

¹ Ð � Ñ�	nÿ
On divise U ��B � V en m intervallesde longueur � , dans(1) on remplace

¹ � Ð á × Ñ par¹ ×²Õ x �G¹ × [ x< � et
¹ � � Ð H Ñ par

¹ ×²Õ x ��<o¹ × � ¹ × [ x� Þ
1. Montrerquele probl̀eme(1) setransformeenÐ </Ñ » ¹ ×²Õ x = ô Ð ¹ × B%¹ × [ x Ñ � � Þ Î ×¹ e = þ et

¹��0	3ÿ
avec ù 	 � Á²Á²Áuà�� � et Î × 	 Î�Ð H©× BS¹ × B ½ ÷ g ï©[ ½ ÷ ° ïÞ å Ñ

. Donner ô .

2. Ecrire(2) sousformematricielle.

3. On supposemaintenantque Î�Ð H B%¹�BS¹ � Ñ|	 ����¹
; quel syst̀eme linéaire

obtient-onpour
¹ e B\Á²Á²ÁWB%¹�� .
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Exercice79 :
Pour résoudrel’ équationdifférentielle :

¹ � 	 Î�Ð H B%¹tÑ , où Î est continue deU ��B � VEÈ IR dansIR, on proposela méthodèaun passuivante:» ¹ ×\Õ x 	n¹ × � ��ô Ð H©× BS¹ × B � Ñô Ð H BS¹�B � Ñ�	 þ Î�Ð H BS¹4Ñ � ÿ Î�Ð H � å Þ BS¹ � å Þ Î�Ð H BS¹tÑuÑ ��� Î�Ð H � � BS¹ � � Î­Ð H BS¹4Ñ%Ñ
( þ B%ÿ , et � sontdesréelsde U �èB � V ).

1. Pourquellesvaleursdu triplet ( þ BSÿ
B � ) retrouve t-on la méthoded’Euler?.
Mêmequestionpourla méthodeRK2?.

2. On supposedansla suitede l’exerciceque Î�Ð H BS¹tÑT?wÜßÞ Ð U ��B � VEÈ IR
Ñ

et L-
lipschitzienneeny :

(a) Pourquellesvaleursþ BSÿ
B � la méthodepropośeeeststable?

(b) Quellerelationdoit satisfaire( þ B%ÿ�B � ) pourquela méthodesoitconsis-
tante?

(c) Qu’onconclurepourla convergence?

Exercice80 :
On consid̀erel’ équationdifférentielleÐ � ÑO¶ » ¹ � � Ð á�Ñ­��� Ð á�Ñ�¹ Ð á�Ñ�	 Î�Ð á�Ñ , áÝ? U ��B � V

y(a)= þ et y(b)=
ÿ

où
�

et Î sontcontinuessur U ��B � V et
� Ð á�Ñ y � pourtout

á ? U ��B � V . (Ceshypoth̀eses
assurentl’existenceet l’unicit édela solution.)

1. Montrerquesi
¹

estquatrefois continumentdérivabledans U ��B � V alors¹
	 Ð á�Ñ�	 �� Þ U ¹ Ð á � � Ñ­��<o¹ Ð á�Ñ � ¹ Ð á � � Ñ V � � Þ� < ¹ � � � Ð ��Ñ
avec

�Ç? V á(� � B%á � �8U .
2. On subdivise U ��B � V en N+1 intervalles de longueur � 	 � [D�� Õ x et on poseá Ó 	|� � Ô©� , Ô 	6�èB\Á²Á²ÁWB � � � , on appelle

¹ Ó uneapproximationde
¹ Ð á Ó Ñ

et on remplace
¹�	 Ð á Ó Ñ par

xå _ Ð ¹ ÓÖÕ x ��<«¹ Ó � ¹ Ó [ x Ñ dans(1). Ecrirele syst̀eme
d’équationslinéairesainsiobtenu.OnappelleA la matricedecesyst̀eme.

3. Montrer que � 	 É � � Þ�
 où
É

est une matricetridiagonaleet



une
matricediagonale,donner

É
et



.

Exercice81 :
Soit l’ équationdifférentielledusecondordreà conditionsinitiales:Ð � ÑO¶ » ¹ � � Ð á�Ñ �0#�� ÔQù Ð ¹ � Ð á�ÑuÑ
	�<«¹ Ð á�Ñ , áã? U ��B � V¹ Ð �èÑ�	 � et

¹ � Ð �DÑ
	I<
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1. Ecrire cetteéquationdifférentiellesousla forme d’un syst̀emedifférentiel
dedeuxéquationsdifférentiellesd’ordreun.

2. Appliquerla méthodedeRK2 àcesyst̀eme.

3. Appliquerla méthodededeTaylor d’ordre2 à cesyst̀eme.
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8.8 Enoncésdesexercicesnon corrig és

Exercice82 :
Soit Î uneapplicationde �T· IR dansIR où ��� IR, � 	 U ��B � V , et soit � ? IR .

1. Donner le théor̀eme assurantl’existenceet l’unicit é de la solution du
probl̀emedeCauchy: » ¹ � Ð H Ñ
	 Î�Ð H BS¹ Ð H ÑuÑ , H ? �¹ Ð �DÑ�	 � , donńedansIR

2. Donneruneconditionnéćessaireet suffisantesur Î pour qu’elle soit lip-
schitzienneen

¹
uniformémentparrapportà H

3. Quelssontparmilesprobl̀emesci dessous,ceuxqui admettentunesolution
unique:Ð � Ñ ¶ » ¹ � Ð H Ñ
	 [ ½������� � x���]� , Ò H ? UÏ� B s V¹ Ð � Ñ�	 � Ð </Ñ§¶ » ¹ � Ð H Ñ
	 J ¹ , Ò H ? U �4B � V¹ Ð ��Ñ­	I�

Exercice83 :
Soit le probl̀emedeCauchysuivant» ¹ � Ð H Ñ = H Þ � ¹�B H ? U �4B � V¹ Ð ��Ñ = �

1. Trouver la solutionexactedeceprobl̀eme.

2. Appliquer la méthoded’Euler à ceprobl̀eme,avec � 	ó�4) � , puisevaluerla
solutionen H 	I�èB # . Comparer̀a la solutionexacte.

Exercice84 :
Soit le probl̀elmedeCauchysuivant:» ¹ � Ð H Ñ
	Ë� ¹ � < H , Ò H ? V �èB � V¹ Ð ��Ñ�	 �

1. Donnerla solutiongéńeraledeceprobl̀eme.

2. Appliquer la méthoded’Euler à ceprobl̀emeavec � 	��4)û<
, puisdonnerla

solutionnumériqueen H 	I�4) p , à � � [ � près.

3. Donnerl’erreur théoriquedela méhoded’Euler danscecaset la comparer
à l’erreur effectivementcommise.Commentaires?

Exercice85 :
Soit le probl̀emedeCauchysuivant:» ¹ � Ð H Ñ
	
�j¹ � � []� � � � , Ò H ? V �4B � V¹ Ð �/Ñ�	 xÞ
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1. Montrerquela solutiongéńeraledeceprobl̀emeest
¹ Ð H Ñ�	 xÞ � � � H�� []� .

2. Appliquerla méthoded’Euler à ceprobl̀emeavec

(a) � 	`�è)ú< , puisdonnerla solutionnumériqueen H 	`�4) p , à � � [ � près.

(b) � 	`�è) � , puisdonnerla solutionnumériqueen H 	`�4) p , à � � [ � près.

3. Donnerl’erreur théoriquedela méhoded’eulerdanschacundecescaset la
comparer̀a l’erreur effectivementcommise.Commentaires.

Exercice86 :
Soit le probl̀emedeCauchysuivant:Ð � Ñ§¶ » ¹ � Ð H Ñ
	 � []� �0<«¹ Ð H Ñ­	 Î�Ð H B%¹tÑ , H ? U �4B � V¹ Ð ��Ñ�	 �

1. Montrerque Î�Ð H BS¹4Ñ estlipshitzienneparrapportà
¹

uniformémentparrap-
port à H , et donneruneconstantedeLipshitz.

2. Montrerqueceprobl̀emeadmetunesolutionunique.

3. Donnerla solutionexactede(1), ainsique
¹ Ð �4)ú<�Ñ .

4. Appliquer la méthoded’Euler à ce probl̀eme,écrire l’algorithme corres-
pondantetdonnerl’approximation

¹ Þ dey(0.2)obtenuèa l’aide d’un pasde
discŕetisationnumérique � 	I�4) � .

5. Rappelerl’erreur théoriquedela méthoded’Euler et la comparer̀a l’erreur
commisesurle calculde

¹ Ð �4)û</Ñ ; commentaires? .

Exercice87 :
Pourrésoudrel’ équationdifférentielle:

¹ � 	 Î­Ð H BS¹4Ñ , où Î estcontinuede U ��B � V%· IR
dansIR, on proposela méthodèaun passuivante:» ¹ ×\Õ x 	n¹ × � ��ô Ð H©× BS¹ × B � Ñô Ð H BS¹�B � Ñ�	 þ Î�Ð H BS¹4Ñ � ÿ Î�Ð H � å Þ BS¹ � å Þ Î�Ð H BS¹tÑuÑ ��� Î�Ð H � � BS¹ � � Î­Ð H BS¹4Ñ%Ñ
( þ B%ÿ , et � sontdesréelsde U �èB � V ).

1. Pourquellesvaleursdu triplet ( þ BSÿ
B � ) retrouve t-on la méthoded’Euler?.
Mêmequestionpourla méthodeRK2?.

2. On supposedansla suitede l’exerciceque Î�Ð H BS¹tÑT?wÜßÞ Ð U ��B � VEÈ IR
Ñ

et L-
lipschitzienneeny :

(a) Pourquellesvaleursþ BSÿ
B � la méthodepropośeeeststable?

(b) Quellerelationdoit satisfaire( þ B%ÿ�B � ) pourquela méthodesoitconsis-
tante?
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(c) et pourla convergence?

Exercice88 :
Soit le probl̀emedeCauchysuivantÐ � Ñ » y’(t) = f(t,y(t)), H ? U �4BN� V , a réelstrictementpositif,

y(0) = � donńedansIR,

où Î estdeuxfois continûmentdérivabledans U �èBN� V'È IR, on supposeque æ*çæ ½ est
borńee.On approchenumériquementla solutionde(1) parle sch́emaàunpas:Ð <�Ñ » ¹ ×\Õ x =

¹ × � ��ô Ð H©× BS¹ × B � Ñ , ù 	3�4B � B\)1)\) � )¹ e = � donńedansIR

où ô estuneapplicationde U �4BN� Vè· IR ·�U �4B � e V dansIR ( � e estunréelpositif � � ),H e 	`�èB H©× 	 H e � ùW� et � 	 �� .
On donnele théor̀emesuivantqui pourraêtreutilisésansdémonstration:
Théor̀eme : si Î estdeuxfois continumentdérivabledans U �4BN� V · IR et si ô B æ��æCåexistentet sontcontinuesdans U �4BN� V8· IR ·�U �4B � e V alorsle sch́ema(2) estd’ordre
2 si et seulementsiô Ð H B%¹�BN�/Ñ�	 Î�Ð H BS¹tÑ et æ�� � � ¡ ½ ¡ e �æCå 	 xÞ Ð*æ*çæ � � æ*çæ ½ ) Î Ñ � � ¡ ½ � Ò�Ð H BS¹4Ñ§? U �èBN� V8· IR

)
Soitdoncàapprocherlessolutionsde(1) parla méhode(2), avec ô Ð H B%¹�B � Ñ�	þ ñ x � ÿ ñ � oùñ x 	 Î�Ð H BS¹4Ñ*B ñ Þ 	 Î�Ð H � � # BS¹ � � # ñ x ÑCB ñ � 	 Î�Ð H � < � # BS¹ � < � # ñ Þ Ñ
1. Quellerelationdoit lier þ et

ÿ
pourquele sch́ema(2) soit consistant.?

2. Est- il stable,pourquelsþ et
ÿ

. ?

3. Déterminerþ et
ÿ

pourquecesch́emasoit d’ordre2.

4. En concluresurla convergencede(2).

Exercice89 :
Soit l’ équationdifférentielledusecondordreà conditionsinitiales:Ð � Ñ§¶ » ¹ � � Ð H Ñ­�0<«¹ � Ð H Ñ­	
�j¹ Ð H Ñ , H ? U �èB � V¹ Ð �/Ñ�	 � et

¹ � Ð ��Ñ�	Ë� �
1. Ecrire cetteéquationdifférentiellesousla forme d’un syst̀emedifférentiel

dedeuxéquationsd’ordreun.
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2. On appliquela méthoded’Euler à ce syst̀eme,écrire l’algorithme corres-
pondant.Mêmequestionpour la méthodede RK2. ( on notera � le pas
numérique).

3. Donnerla solutionexactede(1), ainsique
¹ Ð H Ñ et

¹ � Ð H Ñ pour H 	I�4)û< . Com-
parercesdeux résultatsà ceuxnumériquementobtenusgrâceau sch́ema
d’Euler dela questionpréćedenteenprenant� 	I�4) � .

Exercice90 :
Soit l’ équationdifférentielledusecondordreà conditionsinitiales:Ð � Ñ ¶ » ¹]� � Ð H Ñ �"# ¹]� Ð H Ñ­	Ë��<«¹ Ð H Ñ , H ? U �4B � V¹ Ð ��Ñ�	 � et

¹ � Ð ��Ñ�	�<
1. Ecrire cetteéquationdifférentiellesousla forme d’un syst̀emedifférentiel

dedeuxéquationsdifférentiellesd’ordreun.

2. On appliquela méthodeded’Euler à ce syst̀eme,́edrire l’algorithme cor-
respondant.Mêmequestionpour la méthodede RK2. (on noterah le pas
numéique).

3. Donnerla solutionexactede(1), ainsique
¹ Ð H Ñ et

¹ � Ð H Ñ pour H 	��è)ú< . Com-
parercesdeux résultatsà ceuxnumériquementobtenusgrâceau sch́ema
d’Euler dela questionpréćedenteenprenant� 	I�4) � .

Exercice91 :
Soit l’ équationdifférentielledusecondordreà conditionsinitiales:Ð � Ñ§¶ » ¹]� � Ð H Ñ­�0<«¹]� Ð H Ñ­	
�j¹ Ð H Ñ , H ? U �èB � V¹ Ð �/Ñ�	w� � et

¹ � Ð ��Ñ�	 �Ù#
1. Ecrire cetteéquationdifférentiellesousla forme d’un syst̀emedifférentiel

dedeuxéquationsd’ordreun.

2. On appliquela méthoded’Euler à ce syst̀eme,écrire l’algorithme corres-
pondant.Mêmequestionpour la méthodede RK2, ( on notera � le pas
numérique).

3. Donnerla solutionexactede(1), ainsique
¹ Ð H Ñ et

¹ � Ð H Ñ pour H 	��è)ú< . Com-
parercesdeux résultatsà ceuxnumériquementobtenusgrâceau sch́ema
d’Euler dela questionpréćedenteenprenant� 	I�4) � .

Exercice92 :
Soit l’ équationdifférentielledusecondordreà conditionsinitiales:Ð � Ñ§¶ » ¹ � � Ð H Ñ � p ¹ � Ð H Ñ­	`<«¹ Ð H Ñ , H ? U �4B � V¹ Ð ��Ñ­	 � et

¹ � Ð ��Ñ�	
�µ<
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1. Ecrire cetteéquationdifférentiellesousla forme d’un syst̀emedifférentiel
dedeuxéquationsd’ordreun.

2. On appliquela méthoded’Euler à ce syst̀eme,écrire l’algorithme corres-
pondant.Mêmequestionpour la méthodede RK2, ( on notera � le pas
numérique).

3. QuestionFacultative: Donnerla solutionexactede (1), ainsi que
¹ Ð H Ñ et¹ � Ð H Ñ pour H 	 �4)û<

. Comparercesdeux résultatsà ceux numériquement
obtenusgrâceausch́emad’Euler dela questionpréćedenteenprenant� 	�4) � .

Exercice93 :
Soit Î uneapplicationde �T· IR dansIR où ��� IR, � 	 U ��B � V , et soit � ? IR .

1. Donner le théor̀eme assurantl’existenceet l’unicit é de la solution du
probl̀emedeCauchy: » ¹ � Ð H Ñ
	 Î�Ð H BS¹ Ð H ÑuÑ , H ? �¹ Ð �DÑ�	 � , donńedansIR

2. Donneruneconditionnéćessaireet suffisantesur Î pour qu’elle soit lip-
schitzienneen

¹
uniformémentparrapportà H

3. Quelssontparmilesprobl̀emesci dessous,ceuxqui admettentunesolution
unique:Ð � Ñ ¶ » ¹ � Ð H Ñ
	 [ ½������� � x���]� , Ò H ? UÏ� B s V¹ Ð � Ñ�	 � Ð </Ñ§¶ » ¹ � Ð H Ñ
	 J ¹ , Ò H ? U �4B � V¹ Ð ��Ñ­	I�

Exercice94 :
Soit l’ équationdifférentielledusecondordreà conditionsinitiales:Ð � Ñ§¶ » y”(x) +2y’(x) =2y(x),

áã? U �4B � V
y(0) = 1 et

¹ � Ð ��Ñ�	 �
1. Ecrire cetteéquationdifférentiellesousla forme d’un syst̀emedifférentiel

dedeuxéquationsdifférentiellesd’ordreun.

2. Appliquerla méthodedeRK2 àcesyst̀eme.

Exercice95 :
Soit l’ équationdifférentielledu troisièmeordreet à conditionsinitiales:Ð � Ñ§¶ » ¹ � � � Ð H Ñ
	 # ¹ Ð H Ñ , H ? U �4B � V¹ Ð ��Ñ�	3� ¹ � Ð ��Ñ�	w�µ<

et
¹ � � Ð ��Ñ�	
� � .
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1. Ecrire cetteéquationdifférentiellesousla forme d’un syst̀emedifférentiel
detrois équationsdifférentielleschacuned’ordreun.

2. On appliquela méthoded’Euler à ce syst̀eme,écrire l’algorithme corres-
pondant.(On notera� le pasd’intégration.)

Exercice96 :
Soit le probl̀emedeCauchysuivant:Ð � Ñ§¶ » ¹ � Ð H Ñ�	 . $'& Ð H Ñ­�G¹ Ð H Ñ�	 Î�Ð H BS¹4Ñ , H ? U �4B � V¹ Ð ��Ñ�	 �

1. Montrerque Î�Ð H BS¹4Ñ estlipshitzienneparrapportà
¹

uniformémentparrap-
port à H , et donneruneconstantedeLipshitz.

2. Montrerqueceprobl̀emeadmetunesolutionunique.

3. Donnerla solutionexactede(1), ainsique
¹ Ð �4)ú<�Ñ .

4. Appliquer la méthoded’Euler à ce probl̀eme,écrire l’algorithme corres-
pondantetdonnerl’approximation

¹ Þ dey(0.2)obtenuèa l’aide d’un pasde
discŕetisationnumérique � 	I�4) � .

5. Rappelerl’erreur théoriquedela méthoded’Euler et la comparer̀a l’erreur
commisesurle calculde

¹ Ð �4)û</Ñ . Commentaires?

Exercice97 :
On consid̀erela méthodèapassépaŕessuivante(*) :¹ ×\Õ x 	`¹ × � � < U Î�Ð H©× B%¹ × Ñ � Î�Ð H©×²Õ x B%¹ × � � Î�Ð H©× BS¹ × Ñ%Ñ V

1. Etudierla consistance,la stabilité théorique,la convergence.

2. On veutcalculerunevaleurapproch́eede � 	�� �� Î�Ð H Ñ � H .Montrerqueceprobl̀emepeutêtreremplaćeparla résolutiond’unprobl̀eme
de Cauchy dont on préciserala condition initiale, on posera

¹ Ð á�Ñ�	� Y� Î­Ð H Ñ � HCommentpeut-onobtenirunevaleurapproch́ee� � de � . ?
Si on utilise la méthode(*) pourcalculer� � , donnerl’expressionde� � , ex-
primerl’erreur� � � � enfonctionde � .
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8.9 Corrig ésdesexercices

exercice39 » ¹ � Ð H Ñ;	 ¹ Ð H Ñ � H 	 Î�Ð H BS¹4Ñ¹ Ð �/Ñ 	 � Ð � Ñ
L’intervalled’intégrationest U �èB � V .

Remarquonstout d’abordque Î étantcontinueet lipshitziennepar rapportà¹
le probl̀emedeCauchy Ð � Ñ admetunesolutionunique(théor̀eme9 deCauchy-

Lipshitz).
Méthoded’Euler Elle s’écrit :¹ ×²Õ x 	 ¹ × � � Î�Ð H©× BS¹ × Ñ	 ¹ × � � Ð H©× � ¹ × Ñ	 ¹ × Ð � � � Ñ � �"H©×

On aaussi
¹ Ð ��Ñ�	3¹ e 	 � , � 	 x [ ex e 	I�4) � H e 	`� et H©× 	 H e � ùW� 	 ×x e .D’où le tableau,ù � � < # p s ! ý � � � �H©× � �4) � �4)ú< �è) # �4) p �4) s �4) ! �è) ý �4)m� �è)�� �¹ × � � ) � � )ú</< � ) #/! < # ) � � ý p

C’està direquel’approximationen H 	 � de
¹ Ð H Ñ , est

¹ x e 	 # ) � � ý p .
Solution exactede cetteéquation Appliquonsla méthodedela variationde

la constante.
1ère étape: équationsanssecondmembre.� ¹ Ð H Ñ� H 	n¹ � Ð H Ñ�	`¹¹0	ë�

estunesolutionevidente.Les autressolutionssontdonńeespar¼©½½ 	 � H . D’où
¹Ç	I> � � avec

>2?�� Ð </Ñ .
2nde étape: unesolution particuli ère Onappliquela méthodedela varia-

tion de la constante
¹ 	@> � � d’où

¹ � 	R> � � � � > � � quel’on reportedansÐ � Ñ :
> � � � � > � � 	�> � � � H ainsi,

> � 	 H�� []� .>k	`� H�� []� � H enintégrantparpartieson trouve> 	 � H�� []� � � � []� � H	 � H�� []� � � []� � �	 � []� Ð � � � H Ñ � � Ð # Ñ
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avec � ?!� .
3ème étape: solution générale. On remplace

>
donńepar Ð # Ñ dans Ð <�Ñ :¹ 	#" � []� Ð � � � H Ñ � ��$ � �

donc, ¹Ç	w� � � H � � � �
Finalement,grâceà la conditioninitiale

¹ Ð ��Ñ­	 � , on détermine� , d’où¹ Ð ��Ñ�	 � 	Ë� � �G� � � � e&% � 	�<
Ainsi, la solutionexactede Ð � Ñ est

¹Ç	
� � � H � < � � .
Estimation de l’err eur. La solutionexacteci-dessusdonne

¹ Ð � Ñ­	
� � � � �< � 	 # ) p #/!/! . Ainsi, l’erreur effectivementcommiselors de l’application
de la méthoded’Euler est { �(' { 	 { # ) p #/!/! � # ) � � ý p { 	ë�4)û< s

. Cherchons
l’erreur théoriquequi estdonńeepar:� � �
Ð � â � � [D� � � � Ñ ~ Þ ·Ý�< É
Où ~ Þ 	`à2�/á   �N¡ �7¢ { ¹ � � Ð H Ñ { et

É
estla constantedeLipschitzde Î parrapport

à
¹
, qui secalculeaiśement:{ÏÎ�Ð H BS¹tÑ � Î�Ð H B Â Ñ { 	 { ¹K� Â { % É 	 � )

Demême,ona ¹ � � Ð H Ñh	 � � H � ¹	 � � H � Ð � � � H � < � � Ñ	 < � �
Ainsi ~ Þ 	I< � . Donc,{ � � {w� Ð � x � x [ e � � � Ñ < � � � [ x< · �� Ð � � � Ñ �� � 	I�4) p !�ý�#
Clairement, { �(' {µ� { � � { , donc la méthoded’Euler donneune bonneap-
proximationdela solutiondeceprobl̀emedeCauchyen H 	 � .
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exercice42¹ � Ð H Ñ
	3¹ Ð H Ñ­� Þ �½ 	 Î�Ð H B%¹tÑ eH ¹ Ð ��Ñ�	 �
Remarquonstout d’abordque Î étantcontinueet lipshitziennepar rapportà¹

ce probl̀emede Cauchyadmetune solution unique(théor̀eme9 de Cauchy-
Lipshitz).

L’intervalled’intégrationest U �4BS�4)ú< V et le pasd’intégrationest � 	I�è)ú< .
MéthodedeRK2 Elle s’écrit :¹ ×\Õ x 	`¹ × � � < Ð ~ x � ~ Þ Ñ*B

soit ¹ x 	3¹ e � � < Ð ~ x � ~ Þ Ñ
, avec ~ x 	 Î�Ð �4) � ÑÙ	 � et ~ Þ 	 Î�Ð �4)û<èB � � �4)û<zÁ � Ñ . Donc Î�Ð �4)ú<DB � )û</Ñµ	�4)û� !/!/! .
Ainsi, l’approximationen H 	`�4)û< de

¹ Ð H Ñ , est¹ x 	 � � � < Ð ~ x � ~ Þ Ñ�	 � � �4) � Ð � )m� !/!/! Ñ¹ x 	 � ) � � !/!/!
Solution exactede cetteéquationÐ � Ñ ¹ � 	3¹K� < H¹ B ¹ã9	`�

En multipliant Ð � Ñ par
¹

on a
¹ � ¹ 	`¹DÞ
�0< H d’où

xÞ Ð ¹èÞSÑ¦	`¹DÞ
�0< H . On pose
donc

Ì5	`¹ Þ
d’où : Ð </Ñ �< Ì � 	`Ì �0< H

Cequi estuneéquationdifférentiellelinéairedu 1
'*)

ordre.On l’int ègrepar
la méthodedela variationdela constantecommeà l’exercicepréćedent.
L’ équationsanssecondmembreest

Ì � 	I<«Ì
desolution

Ì2	`�
ou
Ì2	`> � Þ � .

Unesolutionparticulìereparla variationdela constante.On aÐ # Ñ Ì � 	+� � � Þ � � <,� � Þ �
avec

� ?-�
. D’où, dansÐ </Ñ�xÞ � � � Þ � 	
�µ< H cequi implique

� � 	Ë� p H�� [ Þ � .
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Intégrons
�

parparties:� 	 � p�. � �< H�� [ Þ � � �< � � [ Þ �®� H0/	 < H�� [ Þ � � � [ Þ � �1�	 Ð < H �32 Ñ � [ Þ � � �
avec � ?-� . La solutiongéńeraleestdonc

ÌT	�< H ��2/�4� � Þ � comme
¹ Ð*5 Ñ�	 2 ,� 	 5 . Finalement,

Ì 	 ¹DÞO	 < H �62 . Ainsi,
¹Ë	 H J < H �32 . Comme¹ Ð75 Ñ�	 2 Ê 5 alors

¹ 	 J < H �82 .
Estimation de l’err eur. La solution exacte est

¹ Ð*5�9 </ÑI	 J <�Á 5�9 < �32 	2 9 2 �;:�< 2 . Doncl’erreurcommiseest { �(' { 	 { 2 9 2 �;:�< 2 � 2 9 2 �;<;<;< { 	 5=9>5;5 : p s .
Onpeutcomparercetteerreureffectiveàl’erreurthéoriquesurRK2,donńee
par: ————-
(le théor̀emeducours)

exercice43

Soit le probl̀emedeCauchysuivant» ¹
? Ð H Ñ;	 < H �G¹ Ð H Ñ�	 Î�Ð H BS¹4Ñ¹ Ð75 Ñ 	 2 Ð 2 Ñ
Remarquonstout d’abordque Î étantcontinueet lipshitziennepar rapportà¹

le probl̀emedeCauchy Ð 2 Ñ admetunesolutionunique(théor̀eme9 deCauchy-
Lipshitz).

Méthoded’Euler. Elle s’écrit :¹ ×²Õ x 	 ¹ × � � Î�Ð H©× BS¹ × Ñ	 ¹ × � � Ð < H©× ��¹ × Ñ	 ¹ × Ð 2 � � Ñ � < �"H©×
On aaussi

¹ Ð75 Ñ�	3¹ e 	 2 , � 	ß	 5=9 2 H e 	 5 et H©× 	 ùW� .
Donc

¹ ×²Õ x 	 5=9 ��¹ × � 5�9�5 < ù , d’où le tableau,ù 5 2 < :H©× 5 5=9 2 5=9 < 5=9 :¹ × 2 5=9 �/< 5=9 �;</� 5=9 � p 2 <
C’està dire quel’approximationen H 	 5�9 : de

¹ Ð H Ñ avecle pas � 	 5=9 2 , est¹ x e 	 5=9 � p 2 < .
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Solution exactede cetteéquation. En appliquantla méthodedela variation
dela constante,commeaupremierexercice,on trouve la solutiongéńerale,¹ Ð H Ñ�	�< H �0< � : � []� .

Estimation de l’err eur. La solutionexacteci-dessusdonne
¹ Ð*5=9 :�Ñj	 5�9 ��<�< .

Ainsi, l’erreur effectivementcommiselors de l’application de la méthode
d’Euler est { �(' { 	 {�5=9 ��</<�� 5=9 � p 2 { 	 5=9�5 2 � . Cherchonsl’erreur théorique
qui estdonńeepar: � � �
Ð �\âA@ � [D�CB � 2 Ñ ~ Þ ·Ý�< É
Où ~ Þ 	`à2�/á   �N¡ �7¢ { ¹ ? ? Ð H Ñ { et

É
estla constantedeLipschitzde Î parrapport

à
¹
, qui estici clairement́egaleà 2 . On a¹ ? ? Ð H Ñ�	D: � []� 9

Ainsi ~ Þ 	E: . Donc,{ � � {w� Ð � x @ eGF � [ e B � 2 Ñ : · 2 5 [ x< · 2� 5=9 2 s Ð � eGF � � 2 ÑIH 5=9�5 s < p ý 9
Clairement, { �(' {µ� { � � { , donc la méthoded’Euler donneune bonneap-
proximationdela solutiondeceprobl̀emedeCauchyen H 	 5�9 : .

exercice44

Ð 2 Ñ » ¹ ? Ð H Ñ;	 :;<«¹ Ð H Ñü��: ý � []�¹ Ð75 Ñ 	 2 , puis 2¦� ¤
En appliquantla méthodede la variationde la constante,commeaupremier

exercice,on trouve la solutiongéńerale,
¹ Ð H Ñ
	 Ð � [ �KJ �L� Ñ � � XZ� 	 � []� �L� � � XZ� où �

estla constanted’intégration.

1. Si
¹ Ð*5 Ñ�	 2 , alors � 	 5 , doncla solutionduprobl̀emeest

¹ Ð H Ñ�	 � []� .
2. Si

¹ Ð*5 Ñk	 2�� ¤ , alors � 	 ¤ , donc la solutiondu probl̀emeest
¹�M Ð H ÑT	� []� � ¤ � � XZ� .

Conclusion: En comparant
¹ Ð H Ñ et

¹�M Ð H Ñ , on voit que la différence { ¹ Ð H Ñ �¹�M Ð H Ñ { 	 ¤ � � XZ� . Mêmesi ¤ esttrèspetit,cetécarttendvers �ON , lesdeuxsolutions
divergentl’une del’autre.Ceprobl̀emeestdonctrèssensibleauxConditionsIni-
tiales.
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exercice45 ��¹ ? ? Ð H Ñ � ö .GPRQ ¹ Ð H Ñ�	 5 Ð 2 Ñ
Écrivons Ð 2 Ñ sousla forme de deuxéquationsdifférentiellesd’ordre 1 chacune.
Pourcelaonpose

¹
?è	 Â , d’où
¹A? ?è	 Â ?4	
�TS� .GPUQ Ð ¹4Ñ . Ainsi, onobtientle syst̀eme:» ¹ ? 	 Â Î­Ð H BS¹�B Â ÑÂ ? 	 �TS � .CPRQ Ð ¹4Ñ ö Ð H BS¹�B Â Ñ

1. AppliquonsEuler: » ¹ ×\Õ x 	 ¹ × � � Î�Ð H©× B%¹ × B Â1× ÑÂ1×²Õ x 	 Â1× � � ö Ð H©× BS¹ × B Â1× Ñ
Avec Î�Ð H BS¹�B Â Ñ�	3¹ et

ö Ð H BS¹�B Â Ñ­	
� S� .GPRQ Ð ¹ Ð H Ñ%Ñ , soit» ¹ ×\Õ x 	 ¹ × � ��Â1×Â1×²Õ x 	 Â1× � � S� .GPRQ ¹ × B
avec

¹ e et Â e donńes.

2. MéthodedeTaylor d’ordre2, elles’écrit :V ×\Õ x 	 V × � � � Ð H©× B V × Ñ � � Þ< i ä �ä H Ð H©× B V × Ñ � ä �ä V Ð H©× B V × Ñ 9úÎ­Ð H©× B V × Ñ�l
On obtientdonc,» ¹ ×\Õ x 	 ¹ × � � Ð Â1× Ñ �Ëå _Þ " �WS� .GPUQ Ð ¹ × Ñ �32 Â1× $Â1×²Õ x 	 Â1× � � " � S� .GPUQ Ð ¹ × Ñ $ � å*_Þ " � S� +1,/. Ð ¹ × Ñ Â1× � 5 $

exercice48

Ð 2 Ñ
ÃÅ Æ ¹ ? ? Ð H Ñ � <«¹ ? Ð H Ñ;	 <«¹ Ð H Ñ¹ Ð �DÑ 	 2¹A? Ð �DÑ 	 <

Avec H ? U ��B � V .
1. On pose

¹ ? 	 Â d’où
¹ ? ? 	 Â ? 	Ë��< Â � <o¹ . On trouve le syst̀emeÐ </Ñ » ¹ ? 	 ÂÂ ? 	 <«¹K�G< Â B
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avec H ? U ��B � V et
¹ Ð �DÑ�	 2 et Â Ð �DÑ¦	 2 .

Matriciellementcesyst̀emes’écrit,i ¹ Â l ? 	 i 5 2< �µ< l i ¹ Â l
ou
V ?t	 � Ð H B V Ñ avec

V 	 " ½ X $ et

�
l’endomorphismeassocíe à la matrice

� 	 i 5 2< �µ< l B � ¶+�
Þ ¸ �Ð ¹�B Â ÑZY¸ � Ð H B%¹�B Â Ñ 9
Cesyst̀emepeutdoncsécrire,[[[[ V ? 	 � VV Ð �èÑ;	 " ½ @ �CBX @ �CB $ 	\" xÞ $

2. a) Appliquonsla méthoded’Euler.
Elle s’écrit

V ×²Õ x 	 V × � � � Ð H©× B V × Ñ . Appliquéeà Ð </Ñ elle s’écrit :V ×²Õ x 	 V × � �]� V ×	 V × � � i 5 2< �µ< l V ×	 i ¹ ×Â1× l � � i 5 2< ��< l i ¹ ×Â1× l	 i ¹ ×Â1× l � � i : ù<«¹ × ��< Â1× l» ¹ ×\Õ x 	 ¹ × � ��Â1×Â1×²Õ x 	 Â1× � < � Ð ¹ × � Â1× Ñ
avec

¹ e 	 2 et Â e 	I< .
b) Appliquonsla méthodedeRK2, elles’écrit :V ×\Õ x 	 V × � � < Ð ~ x � ~ Þ Ñ

avec ~ x 	 � Ð H©× B V × Ñ et ~ Þ 	 � Ð H©× � � B V × � � � Ð H©× B V × Ñ%Ñ . Calculons~ x :~ x 	 � Ð H©× B V × Ñ�	 � V × 	 i 5 2< ��< l i ¹ ×Â1× l 	 i Â1×<«¹ × �0< Â1× l
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Calculons~ Þ :~ Þ 	 � Ð H©× � � B V × � ��~ x Ñ	 � Ð V × � ��~ x Ñ	 i 5 2< �µ< l . i ¹ ×Â1× l � � i Â1×<«¹ × �0< Â1× l /	 i 5 2< �µ< l i ¹ × � ��Â1×Â1× � < � Ð ¹ × � Â1× Ñ l	 i Â1× � < � Ð ¹ × � Â1× Ñ< Ð ¹ × � ��Â1× Ñ � Ð < � �0<�Ñ Â1× l	 i < � ¹ × � Â1× Ð 2 �0< �Ð <µ� p � Ñ�¹ × � Ð < � ��</Ñ Â1× l
Ainsi,V ×\Õ x 	 i ¹ ×\Õ xÂ1×²Õ x l 	 i ¹ ×Â1× l � � < � Ð ~ x � ~ Þ Ñ	 i ¹ ×Â1× l � � < i Â1× � < � ¹ × � Â1× Ð 2 ��< � Ñ<o¹ × ��< Â1× � Ð < � p � Ñ�¹ × � Ð < � �0</Ñ Â1× l 9
Donc ¹ ×²Õ x 	 ¹ × Ð 2§� � Þ Ñ � Â1× Ð � < � � < Ð 2 �0< � Ñ%ÑÂ1×²Õ x 	 ¹ × Ð < � Â å Ñ � Â1× Ð 2 � � � Ð : � � 2 Ñ � Ñ
Parconśequent¹ ×\Õ x 	 Ð 2¦� � Þ Ñ�¹ × � � Ð 2 � � Ñ Â1×Â1×\Õ x 	 < � Ð 2 � � Ñ�¹ × � Ð : � Þ ��< � �32 Ñ Â1× 9
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8.10 Mise enœuvreenJava

On présentedansla suite une mise en œuvredes méthodesde résolution
numériquedeséquationsdifférentielles,puis dessyst̀emesdifférentiels.On uti-
lise danslesdeuxcas,lesméthodesd’Euleret deRunge-Kuttad’ordre2 et 4.

8.10.1 Résolutionnumérique deséquationsdiff érentielles

Nousdécomposonsnosprogrammesenplusieursclasses:
– uneclasseabstraitededescriptionde l’ équationdifférentielle.Elle permet

d’êtreutiliséed’une manìeregéńeriquedansles méthodeset programmes
detraitement;

– une classeabstraitedécrivant un processusd’it ération de résolutionqui
pourraêtreutiliséedansdesclassesgéńeriquedetraitement.Elle estdérivée
entroisclassesdeprocessus,la méthoded’Euleret lesméthodesdeRunge-
Kuttad’odre2 et 4;

– uneclassedetraitementgéńeriquequi décrit un processusitératif decalcul
desolutionet unerepŕesentationgraphiqueassocíee,ceciindépendamment
del’ équationdifférentielleet duprocessusutilisés;

– et finalement,uneclassedécrivant une équationdifférentielleparticulìere
et la classecontenantle programmeprincipal qui met en œuvrele traite-
mentgéńeriquepréćedentauquelon transmettrauneinstancede la classe
particulìereconstruiteet le processuschoisis.

Une classeabstraite de description de l’ équation

La classeabstraitesuivantefait référencèauneéquationdifférentiellequi doit
êtredécritedansla méthodecalcul .

abstract class FoncEDO{
public double t0;
public double y0;
public double pas;
public int nbpas;

FoncEDO(double pt0, double py0, double ppas, int pnbpas) {
t0=pt0; y0=py0; pas=ppas; nbpas=pnbpas;

}

abstract public double calcul (double t, double x);
abstract public String libelle();
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}

Desclassesde description desméthodes

Nous décrivons ici une classeabstraitefaisant référenceà un processus
de résolutionnumériqued’équationdifférentiellequi doit être décrite dansla
méthodeiter .

abstract class IterEDO {
FoncEDO f;
double h;
double yCourant;
double tCourant;

IterEDO(FoncED O fonc, double pas, double y0, double t0) {
f=fonc; h=pas; yCourant=y0; tCourant=t0;

}

public void set_yCourant (double y0) { yCourant=y0; }
public void set_tCourant (double t0) { tCourant=t0; }

abstract public double iter();

public double iter (double t, double y) {
set_tCourant(t ); set_yCourant(y) ; return iter();

}
}

La classesuivantedérive dela préćedenteet décrit le processusderésolution
baśesurla méthoded’Euler.

class IterEuler extends IterEDO {

IterEuler (FoncEDO fonc, double pas, double y0, double t0) {
super(fonc, pas, y0, t0);

}

public double iter() {
yCourant = yCourant + h*f.calcul(tCo ur ant , yCourant);
tCourant += h;
return yCourant;
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}
}

La classesuivanteimplémentela méthodedeRunge-Kuttad’ordre2.

class IterRK2 extends IterEDO {

IterRK2 (FoncEDO fonc, double pas, double y0, double t0) {
super(fonc, pas, y0, t0);

}

public double iter() {
double k1 = f.calcul(tCoura nt, yCourant);
tCourant += h;
double k2 = f.calcul(tCoura nt, yCourant + h * k1);
yCourant = yCourant + h * ( k1 + k2 )/2;
return yCourant;

}
}

La classesuivanteimplémentela méthodedeRunge-Kuttad’ordre4.

class IterRK4 extends IterEDO {

IterRK4 (FoncEDO fonc, double pas, double y0, double t0) {
super(fonc, pas, y0, t0);

}

public double iter() {
double k1 = f.calcul(tCoura nt, yCourant);
tCourant += 0.5*h;
double k2 = f.calcul(tCoura nt, yCourant + 0.5*h * k1);
double k3 = f.calcul(tCoura nt, yCourant + 0.5*h * k2);
tCourant += 0.5*h;
double k4 = f.calcul(tCoura nt, yCourant + h * k3);
yCourant = yCourant + h * (k1 + 2*k2 + 2*k3 + k4)/6;
return yCourant;

}
}
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Traitement générique

Nous décrivons maintenantun processusgéńeriquequi effectueun certain
nombred’it érationsà partir d’un processusde résolutionarbitraire - de type
IterEDO . Une repŕesentationgraphiqueest réaliśee. Cette dernìere utilise la
méthodeCanvasGraphe définiesdansleschapitrespréćedents.

import java.lang.*;
import java.io.*;
import java.util.*;
import java.awt.*;

class TraitFEDO {
TraitFEDO(Fonc EDO fedo, IterEDO methode) {

double t0=fedo.t0, y0=fedo.y0, pas=fedo.pas;
int nbpas=fedo.nbpa s;
double[] tc = new double[nbpas];
double[] yc = new double[nbpas];
tc[0]=t0; yc[0]=y0;
for (int i=1; i<nbpas; i++) {

tc[i] = tc[i-1]+pas;
yc[i] = methode.iter();

}

// calcul des extrema du tableau yc :
MaxminTabDoubl e myc = new MaxminTabDouble (y c) ;
double maxyc = myc.getmaxi();
double minyc = myc.getmini();

// representation graphique du calcul :
DomaineDouble dr = new DomaineDouble(t c[0 ], minyc, tc[nbpas-1], maxyc);
DomaineInt de = new DomaineInt(0, 0, 600, 450);
CanvasGraphe cg = new CanvasGraphe(d r, de, tc, yc);
FenetreGraphe x = new FenetreGraphe( de, cg, fedo.libelle() );
x.show();

}
}

Exempled’utilisation

Nous décrivons maintenantune utilisation des classespréćedentes.Nous
définissonsl’ équationdifférentielleà résoudredansla classeFEDOetnouscréons
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uneinstancedu traitementgéńeriquepréćedentauquelnoustransmettonsdesins-
tancesdela classeFEDOet d’un processusderésolution.

L’ équationdifférentiellerésolueici est:» ¼©½¼ � 	 .GPUQ Ð < H ��¹4Ñ¹ Ð*5 Ñ�	 5=9 s
class FEDO extends FoncEDO {

FEDO (double pt0, double py0, double ppas, int pnbpas) {
super(pt0, py0, ppas, pnbpas);

}

public double calcul(double t, double y) {
return Math.sin(2*t-y );

}
public String libelle() {return "dy/dt = sin(2t-y)"; }

}

class PrgEdo{

public static void main(String args[]) {
double t0=0, y0=0.5, pas=0.1;
int nbpas=100;
FEDO f = new FEDO(t0, y0, pas, nbpas);
IterEDO methode = new IterRK4(f, pas, y0, t0);
TraitFEDO work = new TraitFEDO(f, methode);

}
}

La solutionobtenueesttraćeedansla figure8.1.

8.10.2 Résolutionnumérique dessyst̀emesdiff érentiels

Nous suivons la mêmeconstructionpour écrire un ensemblede classesde
résolutionnumériquedesyst̀emesdifférentiels.

Une classeabstraite de description du syst̀eme

La classeabstraitesuivantefait référencèa un syst̀emequi seradécrit dansla
méthodecalcul .
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FIG. 8.1:Résolutionnumériqued’uneéquationdifférentielle

abstract class SysEDO {
public int dim;
public double t0;
public double[] y0;
public double pas;
public int nbpas;
public int ixGraph;
public int iyGraph;

SysEDO(int pdim, double pt0, double[] py0, double ppas, int pnbpas,
int pixGraph, int piyGraph) {

dim=pdim; t0=pt0; y0=py0; pas=ppas; nbpas=pnbpas;
ixGraph=pixGra ph; iyGraph=piyGra ph;

}

abstract public double[] calcul (double t, double[] x);
abstract public String libelle();

}
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Desclassesde description desméthodes

La classesuivante est une constructionabstraitequi fait référenceà un
processusitératifderésolutiondesyst̀emedécrit parla méthodeiter .

abstract class IterSysEDO {
SysEDO f;
double h;
public double[] yCourant;
public double tCourant;
int dim;

IterSysEDO(Sys EDO fonc, double pas, double[] y0, double t0) {
f=fonc; h=pas; yCourant=y0; tCourant=t0; dim=y0.length;

}

public void set_yCourant (double[] y0) { yCourant=y0; }
public void set_tCourant (double t0) { tCourant=t0; }

abstract public double[] iter();

public double[] iter (double t, double[] y) {
set_tCourant(t ); set_yCourant(y) ; return iter();

}
}

On construituneclassequi en dérive et qui décrit la méthoded’Euler pour un
syst̀eme.

class IterSysEuler extends IterSysEDO {

IterSysEuler (SysEDO fonc, double pas, double[] y0, double t0) {
super(fonc, pas, y0, t0);

}

public double[] iter() {
int i;
double[] yNew = new double[dim];
for (i=0; i<dim; i++)

yNew[i] = yCourant[i] + h*(f.calcul(tCo ur ant, yCourant))[i];
for (i=0; i<dim; i++) {

yCourant[i] = yNew[i];
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//System.out.p rin tl n( "y Coura nt [" +i +" ] = "+yCourant[i]) ;
}
//yCourant=yNe w;
tCourant += h;
return yNew;

}
}

La classesuivante implémentela méthodede Runge-Kutta d’ordre 2 pour un
syst̀eme.

class IterSysRK2 extends IterSysEDO {

IterSysRK2 (SysEDO fonc, double pas, double[] y0, double t0) {
super(fonc, pas, y0, t0);

}

public double[] iter() {
int i;
double[] k1 = new double[dim];
double[] k2 = new double[dim];
double[] yNew = new double[dim];
for (i=0; i<dim; i++) {

k1[i] = (f.calcul(tCour ant , yCourant))[i];
yNew[i] = yCourant[i] + h*k1[i];

}
for (i=0; i<dim; i++)

k2[i] = (f.calcul(tCour ant +h, yNew))[i];
for (i=0; i<dim; i++)

yNew[i] = yCourant[i]+0.5* h* (k 1[ i] +k2 [i ]) ;
for (i=0; i<dim; i++)

yCourant[i] = yNew[i];
tCourant += h;
return yNew;

}
}

La classesuivanteimplémentela méthodedeRunge-Kuttad’ordre4 pourun
syst̀eme.

class IterSysRK4 extends IterSysEDO {
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IterSysRK4 (SysEDO fonc, double pas, double[] y0, double t0) {
super(fonc, pas, y0, t0);

}

public double[] iter() {
int i;
double[] k1 = new double[dim];
double[] k2 = new double[dim];
double[] k3 = new double[dim];
double[] k4 = new double[dim];
double[] yNew = new double[dim];
for (i=0; i<dim; i++) {

k1[i] = (f.calcul(tCour ant , yCourant))[i];
yNew[i] = yCourant[i] + 0.5*h*k1[i];

}
for (i=0; i<dim; i++) {

k2[i] = (f.calcul(tCour ant +0.5 *h , yNew))[i];
yNew[i] = yCourant[i] + 0.5*h*k2[i];

}
for (i=0; i<dim; i++) {

k3[i] = (f.calcul(tCour ant +0.5 *h , yNew))[i];
yNew[i] = yCourant[i] + h*k3[i];

}
for (i=0; i<dim; i++)

k4[i] = (f.calcul(tCour ant +h, yNew))[i];
for (i=0; i<dim; i++)

yNew[i] = yCourant[i]+h/6* (k 1[ i] +2*k2 [i ]+ 2* k3 [i] +k4[ i] );
for (i=0; i<dim; i++)

yCourant[i] = yNew[i];
tCourant += h;
return yNew;

}
}

Traitement générique

Onadaptele traitementgéńeriquepréćedentaucasd’un syst̀emedifférentiel.

import java.lang.*;
import java.io.*;
import java.util.*;
import java.awt.*;
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class TraitSEDO {
TraitSEDO(SysE DO fedo, IterSysEDO methode) {

int dim=fedo.dim;
double t0=fedo.t0;
double[] y0=fedo.y0;
double pas=fedo.pas;
int nbpas=fedo.nbpa s;
int ixGraph=fedo.ix Graph;
int iyGraph=fedo.iy Graph;
int i;
double[] tc = new double[nbpas];
double[][] yc = new double[nbpas][ di m];
tc[0]=t0;
for (i=0; i<dim; i++)

yc[0][i]=y0[i];
for (i=1; i<nbpas; i++) {

tc[i] = tc[i-1]+pas;
yc[i] = methode.iter();

}

double[] xgraph = new double[nbpas];
double[] ygraph = new double[nbpas];
for (i=0; i<nbpas; i++) {

if (ixGraph != -1)
xgraph[i] = yc[i][ixGraph] ;

else
xgraph[i] = tc[i];

ygraph[i] = yc[i][iyGraph];
}

// calcul des extrema des tableaux :
MaxminTabDoubl e mxg = new MaxminTabDouble (x gr aph) ;
MaxminTabDoubl e myg = new MaxminTabDouble (y gr aph) ;
double maxx = mxg.getmaxi();
double maxy = myg.getmaxi();
double minx = mxg.getmini();
double miny = myg.getmini();

// representation graphique du calcul :
DomaineDouble dr = new DomaineDouble(m inx , miny, maxx, maxy);
DomaineInt de = new DomaineInt(0, 0, 450, 450);
CanvasGraphe cg = new CanvasGraphe(d r, de, xgraph, ygraph);
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FenetreGraphe x = new FenetreGraphe( de, cg, fedo.libelle() );
x.show();

}
}

Exempled’utilisation sur un mouvementcirculaire

Noustestonsles classespréćedentesen effectuantunerésolutionnumérique
du syst̀emedifférentiel: ÃÅ Æ ¼ Y¼ � 	w� .GPRQ Ð H Ñ¼©½¼ � 	 +1,/. Há Ð*5 Ñ
	 2;^ ¹ Ð*5 Ñ�	 5
Nous traçons un portrait de phase,c’est à dire la trajectoire des points de
coordonńees Ð á Ð H Ñ*B%¹ Ð H Ñ%Ñ en faisantvarier H . la solutionthéoriquecorrespondau
cercletrigonoḿetrique.

class SEDOCirc extends SysEDO {

SEDOCirc(int pdim, double pt0, double[] py0, double ppas, int pnbpas,
int pixGraph, int piyGraph) {

super(pdim, pt0, py0, ppas, pnbpas, pixGraph, piyGraph);
}

public double[] calcul(double t, double[] y) {
double[] result = new double[2];
result[0] = -Math.sin(t);
result[1] = Math.cos(t);
return result;

}
public String libelle() { return "Mouvement circulaire";}

}

class PrgCirc{
public static void main(String args[]) {

int dim=2;
double t0=0;
double[] y0={1,0};
double pas=0.5;
int nbpas=15;
int ixGraph=0, iyGraph=1;
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SEDOCirc sf =
new SEDOCirc(dim, t0, y0, pas, nbpas, ixGraph, iyGraph);

IterSysEDO methode = new IterSysEuler(sf, pas, y0, t0);
TraitSEDO work = new TraitSEDO(sf, methode);

}
}

L’avantdernìereligne du programmecontientle nom du processuseffective
derésolutionutilisée.Il suffit simplementdemodifiercetteligne pourutiliser un
autreprocessus.C’estcequi estfait dansla suite.

Onutilisedoncd’abordla méthoded’Eulerqui donnedemauvaisrésultatscar
elle amplifie à chaqueitérationsadéviancepar rapportau cercle-unit́e solution
du probl̀eme.

FIG. 8.2:Mouvementcirculairedécrit paruneméthoded’Euler

La trajectoiresuivanteest obtenueen utilisant la méthodede Runge-Kutta
d’ordre2. On voit quela solutionnumériqueapproch́eeestmeilleurequepourla
méthoded’Euler.

Finalement,nousutilisonsla méthodedeRunge-Kuttad’ordre4 qui, àchaque
itération,vafournir unesolutionsituéesurla trajectoireexactedusyst̀eme(ici, le
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FIG. 8.3:MouvementcirculairedécritparuneméthodedeRunge-Kuttad’ordre2

cercleunité).

Exempled’utilisation sur leséquationsde Lor entz

Nousappliquonsmaintenantnotreprogrammepourrésoudreleséquationsde
Lorentz:

ÃÄÄÅ ÄÄÆ ¼ Y¼ � 	`� Ð ¹K�Oá�Ñ¼�½¼ � 	 � ák��á Â �G¹¼ X¼ � 	ná�¹£� � Âá Ð*5 Ñ
	 2,^ ¹ Ð75 Ñ�	 2,^ Â Ð75 Ñ
	 2�
, � et � sontdesparam̀etresqui serontégaux,ici, respectivementà 2 5 , ��´,: et

<��
.

class SEDOLorentz extends SysEDO {
double a=10, b=8/3, c=28;

SEDOLorentz(in t pdim, double pt0, double[] py0, double ppas, int pnbpas,
int pixGraph, int piyGraph) {

super(pdim, pt0, py0, ppas, pnbpas, pixGraph, piyGraph);
}
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FIG. 8.4:MouvementcirculairedécritparuneméthodedeRunge-Kuttad’ordre4

public double[] calcul(double t, double[] y) {
double[] result = new double[3];
result[0] = a*(y[1]-y[0]);
result[1] = c*y[0]-y[0]*y[2 ]-y [1 ];
result[2] = y[0]*y[1] -b*y[2];
return result;

}
public String libelle() { return "Equations de Lorentz";}

}

class PrgLorentz{
public static void main(String args[]) {

int dim=3;
double t0=0;
double[] y0={1,1,1};
double pas=0.01;
int nbpas=4000;
int ixGraph=0, iyGraph=2;
SEDOLorentz sf =

new SEDOLorentz(dim , t0, y0, pas, nbpas, ixGraph, iyGraph);
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IterSysEDO methode = new IterSysRK4(sf, pas, y0, t0);
TraitSEDO work = new TraitSEDO(sf, methode);

}
}

Nousmontronsdanslafigure8.5lasolutiontrouvéeentraçant Â Ð H Ñ enfonction
de
á Ð H Ñ .

FIG. 8.5: Résolutionnumériquedeséquationsde Lorentz- Portraitde phaseen
(x,z)


